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PREFACIO

A ideia de constru¢io dos contetidos disciplinares dos 6 cadernos que com-
poem a 2° Edicdo do conjunto do material diddtico a ser utilizado pelos Cursinhos
Pré-Universitdrios' surgiu desde o inicio da gestao, em 2013, durante proveitosas dis-
cussoes em reunides com os professores e estudantes na condigio, respectivamente, de
coordenadores e tutores. Havia, naquela ocasiao, uma grande preocupacio com relagio
a disponibilidade do material diddtico de um ano vigente para um préximo ano, con-
siderando-se a provisao or¢amentdria. Além disso, havia um desejo dos envolvidos por
conteidos que mais se aproximassem do contexto social e educacional dos cursistas
provenientes da escola publica e de familias de baixa renda, para promover, de modo
mais abrangente, a inclusio em um contexto de aquisi¢ao e de construgio de conhe-
cimentos necessdrios ao ingresso em cursos de graduacio ou no mercado de trabalho,
mediante participagdo em concursos.

O grande desafio da existéncia dos Cursinhos Pré-Universitdrios da UNESP
sempre foi a oferta do material diddtico com os contetidos disciplinares necessirios,
de um lado, para facilitar o processo comunicativo entre professor e cursista na sala
de aula e, de outro, para orientar a aprendizagem do cursista fora da sala de aula.
Portanto, o material diddtico é o instrumento que orienta o processo de aquisi¢io e
construcgao do conhecimento dos cursistas dos Cursinhos Pré-Universitdrios, em um
curto periodo de tempo, com finalidade definida de ingresso em concursos e, ainda,
a fim de propiciar sua inclusdo. Nesse sentido, discutiu-se a viabilidade de a UNESP
construir material diddtico préprio, dadas as caracteristicas tnicas de distribuicio
regional multicampus e da evolugio histérica de seus Cursinhos Pré-Universitdrios,
atualmente Subprograma de extensio “Cursinhos Pré-Universitirios da UNESP”, do
programa de extensio “Divulgagio, Orientagio e Informagao Profissional”.

Antes de sua concretizagio, essa discussao levou em consideragio resultados
de outras iniciativas da Pré-Reitoria de Extensiao - PROEX - na tentativa de realizar

' Atualmente, existem 27 Cursinhos Pré-Universitarios UNESP e 4 Cursinhos em convénios com Prefeituras,

em funcionamento, localizados em 23 cidades do interior paulista, junto a Unidades Universitdrias da UNESP. O
modelo implantado atende a alunos regulares e egressos da rede publica de ensino e oferece aulas ministradas por
graduandos dos diversos cursos da UNESP — bolsistas e voluntdrios —, que visam a suprir lacunas de formagao de
alunos regulares do 3° ano e egressos do ensino médio, com vistas a oferecer reforco de ensino e preparo para o
ingresso e permanéncia na universidade. Para isso, a UNESP, por meio da Pré-Reitoria de Extensio Universitdria,
mantém um Programa Institucional com bolsas de extensao universitdria para alunos de seus cursos de graduagio
atuarem como tutores de ensino.
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parcerias com editoras comerciais e de organizagdes nao governamentais, dedicadas a
cursinhos populares e comunitdrios, que, apds negociagoes, revelaram impossibilidade
de execucio.

A proposta de construgio do material diddtico, apds debates, foi acolhida
por Grupo de Pesquisa da Faculdade de Ciéncias do Campus de Bauru, com inser-
40 e experiéncia na coordenagio de Cursinho Pré-Universitdrio, o qual elaborou o
“Projeto de produg¢io, manutengio e atualizagio de material diddtico-pedagdgico”.

O Projeto, coordenado pela Pré-Reitoria de Extensao Universitdria e ela-
borado pelos Professores Doutores Antonio Francisco Marques e Maria da Graca
Mello Magnoni, da Faculdade de Ciéncias do Campus de Bauru, foi concebido com
o objetivo de organizar, adequar e disponibilizar cadernos com os contetidos curricu-
lares das diversas dreas do conhecimento para as atividades pedagégicas nos cursinhos
pré-universitdrios da UNESP, nas seguintes dreas do conhecimento: “Linguagens e
Cédigos”, “Matemitica’, “Biologia”, “Quimica”, “Fisica”, “Ciéncias Humanas” e o
“Caderno de Material Complementar e de Apoio”.

No ano de 2015, foram construidos os contetidos das 4reas de conheci-
mento que resultaram na publicagao da 1° Edi¢ao com seus 5 cadernos: Linguagens e
Cédigos, Matemdtica, Ciéncias da Natureza, Ciéncias Humanas e Material de Apoio.

A 2° Edicdo contemplou a atualizacio, reformulagio e inclusiao dos con-
teidos para publicagio dos cadernos, em 2016. Nesta nova edi¢io, o Caderno 3
- Ciéncias da Natureza que reunia as dreas de Biologia, Quimica e Fisica, foi seg-
mentado em trés cadernos e cada uma destas dreas se constituiu em um caderno
independente.

Nio restam dividas de que a publicagio destes Cadernos representa
um passo dado de grande relevincia para o aprimoramento dos Cursinhos Pré-
Universitdrios, mas também, de alta responsabilidade social, porquanto deverd in-
fluenciar a inclusao, conforme preconiza a Politica Nacional de Extensdo e a Politica

de Extensao da UNESP.

Dessa forma, os cadernos serdo o instrumento principal da politica pedagé-
gica do Subprograma de Extensdo “Cursinhos Pré-Universitérios da UNESP”, com
a proposta de unificar a orientagio pedagédgica dos 27 Cursinhos Pré-Universitdrios
e, 20 mesmo tempo, dar visibilidade a essa importante agio de extensao universitdria
de grande espectro e impacto social, no interior do Estado de Sao Paulo que, smj, ¢
unica no Brasil entre as IES.

Pela atuacio dos Professores editores Antonio Francisco Marques e Maria
da Graca M. Magnoni, dos autores e dos colaboradores, agradecemos o empenho,
esforco e dedicacdo, ao assumirem a responsabilidade de criagio e atualizacio cons-
tante dos conteidos dos Cadernos que, decisivamente, eleva o patamar de qualidade
no atendimento das demandas pelos Cursinhos.
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Faz-se mister destacar o apoio incondicional da Reitoria da UNESD, nas
pessoas do Prof. Dr. Julio Cezar Durigan, Reitor, e Prof. Dr. Eduardo Kokubun,
Vice-Reitor, na idealizagio e fortalecimento dos Cursinhos Pré-Universitdrios, o que
facilitou a condugao de todos os trabalhos de organizagao da publicacio.

Finalmente, é preciso salientar a valiosa atuacio dos Cursinhos Pré-
Universitdrios na extensao universitdria da UNESPE, com resultados de impacto na
transformacao da realidade social da comunidade externa a Universidade.

Maridngela Spotti Lopes Fujita
Pré-Reitora de Extensdo Universitdria da Unesp
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APRESENTACAO

Apresentamos a 22 edi¢do da coletinea de cadernos dos Cursinhos Pré-

Vestibulares da Unesp.

Considerando a realidade concreta do Ensino Médio e os desafios que ele
representa aos poderes publicos, os cursinhos pré-vestibulares apresentam uma acio
em prol da democratizagio do ensino superior brasileiro, na tentativa de minimi-
zar uma realidade histérica e socialmente perversa, que exclui milhoes de brasileiros
das classes desfavorecidas da participagio e ou da aprovagio nos concursos vestibu-
lares para ingresso nas universidades publicas. Orientados pela légica do direito a
educagio, os cursinhos pré-universitdrios constituem, entéo, situagdes emergenciais
enquanto o Estado e a sociedade brasileira ndo garantirem uma educagio bésica de
qualidade para todos.

Tendo em vista que os Cursos Pré-Universitirios da UNESP visam atender
as demandas educacionais dos egressos e concluintes do dltimo ano do ensino médio
publico, os editores e coordenadores dos cadernos optaram pelos contetdos propos-

tos para a avaliacio do ENEM.

Esta edi¢do é uma revisao da edigao anterior com ampliagao dos contetidos
nas dreas de conhecimento de Linguagem, Matemdtica, Ciéncias Naturais, ficando
este Ultimo subdividido em trés cadernos.

Ao permitir 2 Universidade atender parte dos seus objetivos, o Projeto
proporciona ganhos aos seus docentes e discentes. Os alunos dos diferentes cursos
ou licenciaturas, na situagio de bolsistas e voluntdrios, tém a possibilidade de ampliar
seus conhecimentos ao organizar didaticamente todo o processo de ensino destinado
aos cursistas, envolvendo principalmente os contetidos e as metodologias em func¢io
dos diferentes grupos atendidos. Os demais graduandos, nao envolvidos diretamen-
te com o Cursinho, s3o beneficiados mediante a socializagio das experiéncias pelos
colegas bolsistas do Projeto, quando em sala de aula, ampliando as relagoes e vinculos
com as atividades praticas na Educacio Bdsica, etapa do ensino para a qual muitos
estao em processo de formagao.

A situagao de aprendizagem para os discentes direta e indiretamente en-
volvidos ultrapassa, entdo, os limites dos saberes e préticas curriculares dos conheci-
mentos especificos, envolvendo experiéncias relativas as relacoes que se estabelecem
entre todos os envolvidos no processo educativo e que nao se restringem aos aspectos
cognitivos, mas também afetivos e sociais.

Pré-Reitoria de Extensao — PROEX



Os investimentos em recursos humanos e financeiros destinados a pesquisa
e producio dos recursos materiais voltados a extensdo dos resultados a sociedade,
através da divulgagio do conhecimento cientifico, tecnoldgico, mais que concreti-
zar os nossos objetivos de proporcionar o acesso da comunidade a Universidade,
nos permite vivenciar a Universidade como perspectiva, como possibilidade para a
realizagio de um trabalho que proporciona o envolvimento pessoal e coletivo, um
esfor¢o conjunto de muitas pessoas que assumiram o compromisso da realizagao, o
compromisso com a Universidade Publica e que se auxiliam nas dificuldades, nos
contratempos, nas propostas, na coragem para enfrentar as criticas e soluciond-las.

Como j4 colocado na edigio anterior, o trabalho executado tem seus limi-
tes, porém ¢ possivel aperfeicod-lo nas proximas edicoes, com base nas experiéncias e
avaliagoes dos usudrios estudantes e dos monitores das salas de cursinhos espalhados
nas dezenas de unidades universitdrias da UNESP.

O material estard disponivel para os alunos matriculados nos Cursinhos
da UNESP na forma impressa e online, oportunizando aos estudantes externos e
demais interessados o acesso livre e gratuito.

Antonio Francisco Marques

Maria da Graga Mello Magnoni
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Introdugio

Prezado(a) aluno(a):

Esta ¢ a edi¢do revista e ampliada do teu Material de Matemadtica que serd
utilizado no Cursinho Pré-Vestibular. Apds avaliagio da primeira edigao,
procuramos atender a maioria das sugestoes, entre elas, acrescentar um capitulo de
revisio dos principais conceitos do Ensino fundamental, criar um capitulo
especifico para Progressdes, colocar Estatistica, Probabilidade e Andlise
Combinatéria em um mesmo capitulo e aprofundar alguns temas.

Salientamos que este é um material de revisio dos principais contetdos
que sdo requeridos nos vestibulares e, principalmente, no ENEM. Em cada
capitulo, apresentamos uma revisdo e alguns problemas resolvidos. Em ambiente
online serd disponibilizada uma série de exercicios que complementard este
material.

A aprendizagem de Matemdtica depende, além da compreensio de
conceitos e principios, da resolu¢do de problemas e exercicios variados, com
diferentes graus de dificuldades, em que os conhecimentos adquiridos podem ser
mobilizados da estrutura cognitiva e utilizados em diferentes contextos. H4
problemas, principalmente aqueles exigidos no ENEM, que exigem aplicacio dos
conceitos matemdticos para a resolugio de problemas de outras dreas do
conhecimento, como Quimica, Fisica, Geografia, Biologia, entre outras.

O estudo da Matemdtica deve ser continuo. Desta forma, sugerimos que
ao término de capitulo estudado, vocé faca todos os exercicios e tire as suas davidas
com o professor.

Aproveite bastante este material e desejo que tenha sucesso nos vestibulares
e no ENEM que venha a prestar.

Bom estudo!!!!

Nelson Antonio Pirola (organizador)

Pro-Reitoria de Extensdo — PROEX
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1 REVISAO

Neste capitulo serdo revisados alguns contetidos de Matemadtica abordados

no Ensino Fundamental.

CONJUNTO DOS NUMEROS RACIONAIS (Q)
FRACAO
Defini¢io: Sejam a e b numeros inteiros, com b diferente de zero

a
(b;é 0). Denomina-se fragdo a razio 5 na qual a é o numeradore b é o

denominador da fracio.

Observacio: Lembre-se de que todo ntimero inteiro pode ser representado na

3

forma fraciondria. Nesse caso, o denominador é 1. Por exemplo: 3=I;

15=-
1

SIMPLIFICACAO DE FRACOES

Uma das maneiras para simplificar fragbes é através do méximo divisor

comum (mdc). Observe o exemplo seguinte:

12
Ex.: Simplifique a fragao R

1.° Calcula-se o mdc considerando o numerador (12) e o denominador

(8):
119 3|9 Destacam-se, em negrito, os fatores comuns dos
6 |2 49 ' numeros 12 e 8. Para obter o mdc, basta multiplici-los:
3|3 202 12:2=4
1 1 Assim, o mdc (12, 8) = 4.

2. Em seguida, divide-se o numerador e o denominador pelo mdc obtido:

Pro-Reitoria de Extensdo — PROEX



[a—

_2 12+4
8 8+4

REPRESENTACAO NA FORMA DE FRACAO MISTA

7

H4 situagdes em que o numerador ¢ maior que o denominador. Nesse
caso, cuja fragio recebe o nome de fragdo imprdpria, podemos representar a fragao
em sua forma mista, ou seja, indicando (e separando) a parte inteira da parte
fraciondria. Observe o exemplo seguinte:

Ex.: Escrever — em forma de fragao mista.

1. Divide-se o numerador (35) pelo denominador (6) utilizando o
método euclidiano de divisao:

35 ~— denominador

numerador ¢—

2.2 O quociente (5) representa a parte inteira da fragdo mista. O resto (5)
representa o numerador, j4 o divisor (6) indica o denominador. Assim, a forma de

fragao mista é denotada do seguinte modo:
5= (Lé-se cinco inteiros e cinco sextos)

Observacio: Para transformar a forma de fracio mista em fragio, procede-se do
seguinte modo:

Transformam-se as 5
partes inteiras em fragio

comdenominada 6.
——
5 5-6 5 30+5 35
2= 22 L2 =22
6 6 6 6 6

ADICAO E SUBTRACAO ENVOLVENDO FRACOES
1.° Caso: Fragoes com denominadores iguais

Para adicionar (ou subtrair) fragoes com denominadores iguais, conserva-se
o denominador e adiciona-se (ou subtrai-se) os numeradores. Observe o exemplo a
seguir:

Pro-Reitoria de Extensdo — PROEX
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8 4 8+4 12 ¢ 5 7 10 5-7+10 -2+10 8
Q) oH—=—0 =2 i t-oli—o = =>=]
99 9 9 8 8 8 8 8 8

2.° Caso: Fragbes com denominadores diferentes

Para adicionar (ou subtrair) fragées com denominadores diferentes, pode se
proceder da seguinte maneira:

Ex.: Consideremos a adi¢io —+—.

5

1.© Calcula-se 0 minimo multiplo comum (mmc) dos denominadores 3 e

5:
3,513 Para calcular o mmc, multiplicam-se os
L,5(5 | fatores obtidos pelo método da decomposigao
1,1 em fatores primos.
3-5=15

Assim, mmc (3, 5) = 15.

2.° Reduz-se as fracbes a um mesmo denominador, no caso, ao
denominador 15, j4 que o mesmo é o minimo multiplo comum entre os
denominadores 3 e 5:

22510 : 44312
3 35 15 : 5 5315
2 10 : 4 12
Note que — e —— siao fragdes ! Note que — e — sio fragoes
315 | 5 15
equivalentes. : equivalentes.

3.0 Obtidas as fragoes equivalentes com denominadores iguais, procede-se
conforme o 1.° Caso:

2 4 10 12 10+12 22
3t s =

5 15 15 15 15

2 4 22

Assim, —+—=

5 15

Pro-Reitoria de Extensdo — PROEX
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MULTIPLICACAO ENVOLVENDO FRACOES

Para multiplicar fragoes, multiplicam-se os numeradores entre si e os
denominadores também entre si. Observe os exemplos a seguir:

35,3515 246 246 48
47 47 28 7935 935 135
3 - 3 |
c) A expressio Z de 20 significa Z -20. Assim,
E de 20:2.202@:@215,
4 4 4 4

DIVISAO ENVOLVENDO FRACOES

Para dividir duas fragées, conserva-se a primeira e a multiplica pelo inverso
da segunda fragao. Observe os exemplos a seguir:

10 6 10 7 10-7 70
)R toE e E m——s—

11 11 1
137 136 136 78 | 2

-5 10

UII»—

NUMERO DECIMAL

Fragio decimal é toda fragio cujo denominador ¢ uma poténcia de 10
(10, 100, 1000, etc.). Observe, a seguir, alguns exemplos:

a) ;b) ;C) ;d) ;e) f) ;g) ;h)
2 0 17 135 1168 1 5 1 49 1324 5324
10 i 10 100 {100 {1000 i 1000 | 1000 i 1000

Além da forma fraciondria, podemos representar tal nimero como sendo
um ndmero decimal. Observe os exemplos seguintes:
D 2=05 ' b) -8 089 i 5 3—68—368 ' d) @_7 621

10 100 100 1000

Na representagao do nimero dec1mal, utiliza-se a Vlrgula (,) para separar a
classe dos inteiros da classe dos decimais (partes nio inteiras/fraciondrias). No
exemplo a), o algarismo 0 — escrito antes da virgula — indica que a parte inteira do
namero ¢ nula, jd a parte nao inteira (o algarismo 5) ocupa a ordem dos décimos,

ficando a leitura do nimero como cinco décimos. No exemplo ¢), o algarismo 3 —
escrito antes da virgula — indica que o ndmero possui 3 partes inteiras, ji os

Pro-Reitoria de Extensdo — PROEX
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algarismos 6 e 8 ocupam a ordem dos décimos e centésimos, respectivamente. A
leitura de tal ndmero é trés inteiros e sessenta e oito centésimos.

No quadro seguinte denota-se a separacio da classe dos inteiros da classe
dos nao inteiros:

.. Classedosinteiros | |~ Classe dos ndo inteiros
ORDEM ORDEM
6a 5a 4a 33 2a 1a l‘a 2a 3a 4a Sa 63
o | B
N £l 3
E = i < [0 e ] '-l: g g
=l=lE] gl elelels =
it ] 8 O 7 o= ] 0
Tlo | Tl E|] 8| sl gl ] 2| <
g ] ..g o do =) B 5 — o o 'i_):
slg|2|” > Sl=1z2|2|8
(]_) . — - v— \q)
13 2|3
Q
8 01],] 5
o B
§ 0 y 8 9
= 5 ] 6| 8| 4

ADICAO E SUBTRACAO ENVOLVENDO NUMEROS DECIMAIS

Ao adicionar (ou subtrair) nimeros decimais, devem-se respeitar as ordens
ocupadas pelos algarismos durante a realizagio da operagdo. Por exemplo, os
décimos sé podem ser adicionados a outros décimos. Observe alguns exemplos:

a) ' b) S

136+8,07=943 |86-754=106 | 872+0,858+8576=18,154
1,i3 46 1 8,i% i'0 | 8, 17200
g, 0 i7 P T7,0 504 1 4 i0,0 81 518

9, 1 4 13 1,000 6 , 8, 51716
: 18, 1:5: 4
Observacio: Note que, no registro do algoritmo, cada ordem (de cada niimero)

ficou uma abaixo da outra, bem como as virgulas.

Pro-Reitoria de Extensdo — PROEX
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MULTIPLICACAO ENVOLVENDO NUMEROS DECIMAIS

Para multiplicar ndmeros decimais, procede—se como se fosse uma
multiplicacio de nimeros naturais. Obtido o produto, somam-se as ordens
decimais dos fatores (dos niimeros multiplicados entre si) para saber quantas ordens
decimais terd o resultado. Observe os exemplos seguintes:

Ex.:a) 10,7%5,9=63,13 b) 3,62x2,6=9,412
10,77—> 1 ordem decimal . 3,62+—»2 ordens decimais
X 591 ordem decimal . _X_2,6—>» 1 ordem decimal
963 2172
t 5350 't 7240
63,1 3—»2 ordens decimais— | 9,4 1 2—3 ordens decimais

Observacdo: Para ‘justificar’ tal regra prética (soma das ordens decimais dos fatores
para determinar a quantidade de ordens decimais do resultado) observemos o
seguinte exemplo:

Consideremos a multiplicagio 0,1 (um décimo) X 0,1 (um décimo).

1

Sabendo que a representagio fraciondria de tais nimeros é —, temos:

1 1 1-1 1 ‘o
— . —=—— = (umcentésimo ).
10 10 10-10 100

Note que E =0,01, ou seja, um numero decimal constituido por 2

ordens decimais. Assim, ao multiplicar dois nimeros decimais constituidos por 1
ordem decimal cada [0,1 (um décimo)] obtemos, como resultado, um ndmero
decimal constituido por 2 ordens decimais. Observe que a quantidade de ordens
decimais do resultado coincide com a soma das ordens decimais dos nimeros
multiplicados entre si. Portanto, para determinar a quantidade de ordens decimais
do produto (resultado), basta somar a quantidade de ordens decimais de cada
namero a ser multiplicado.

DIVISAO ENVOLVENDO NUMEROS DECIMAIS

Na divisdo envolvendo nimeros decimais, iguala-se o nimero de ordens
ecimais do dividendo e do divisor. Para tanto, acrescentam-se zeros (o tanto
d do dividendo e do d Para tant t tant
quanto necessirios) apds a uUltima ordem decimal de tais nimeros. Em seguida,
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elimina-se a virgula de ambos os nimeros e realiza-se a divisio. Observe os
exemplos a seguir:

Ex.:a) 5475+3,65=15 | b) 31,6+4,5=7,0222...

5,44 75— 3 ordens decimais | Como 31,6 e 4,5 possuem o mesmo

_____

3,16 5—» 2 ordens decimais ' nimero de ordens decimais, entio,

. elimina-se a virgula e realiza-se a divisdo:
Elimina-se a virgula.

,__.L__—_IITL_‘____ ) 316 | 45
15475 136500 zero¢ “315 022
3650 1,5 o —,
18250 acrescido. ~ 90
18250 100
0 § T 90
10

Observacio: Para justificar’ tal regra pritica (igualar as ordens decimais do
dividendo e do divisor, eliminar a virgula e realizar a divisdo) analisemos o primeiro
exemplo:

Consideremos a divisao 5,475+3,65. Note que o dividendo (5,475)

possui 3 ordens decimais, ji o divisor (3,65) possui 2 ordens decimais. Utilizando

5475 365
a representagio fraciondria, temos que 5,475 = e 3,65= ﬁ Para igualar
o denominador de ambas as fragées, é necessdrio multiplicar o numerador e o
365 365-10 B 3650

denominador da segunda | —— | por 10: =——_ Dali, temos a divisio
100 100-10 1000
5475 . 3650 B 5475 1000 _ 5475

1000 1000 1000 3650 3650

numeros inteiros, entao:

Como toda fragio é uma razio entre dois

As ordensdecimais estdo
igualadasouseja, milésimo
serd divididopormilésimo.

Milésimos Milésimos
—— ——
5475} {3650} 5475

= =5475+3650
1000 1000 ] 3650

5,475+3,65= [

Observe que os nimeros 5475 e 3650, ambos milésimos, nio possuem
virgula. E, conforme a transformagio acima, acrescentou-se um zero apds o
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algarismo 5 do ntimero 3,65 em sua representagio fraciondria para denominador
1000. Portanto, para dividir dois nimeros decimais, deve-se igualar as ordens
decimais (quando necessdrio) acrescentando-se zeros apds a tltima ordem decimal e
eliminar a virgula.

POTENCIACAO

Defini¢io: Seja @ um nimero real ¢ # um ndmero inteiro. Denomina-

se poténcia a expressio a",onde a ¢é chamado base e M recebe o nome de

expoente. Consideremos os seguintes casos:

1. Caso: Se 1 ¢ maior que 1, entio a" é igual ao produto de 71 fatores idénticos
de a, ou seja:

a =a-a-a----- a
S —

n fatores idénticos
Ex: 4’ =4.4.4=64.

Atencao! As poténcias (— a)n o —a", geralmente, apresentam resultados
diferentes. Veja o exemplo a seguir:
—4) = (—4)- (—4) - (—4) - (—4) =256
(4)' =9 (4 D4 256+ 256
4 =) (4)- (@) (4) =256
2.0 Caso: Se n =1, entio a'=a.Ex: 5 =5.
3.0Cas0:Se n=0¢ a#0,entio a’ =1.FEx.: 2° =1.

4.0 Caso: Se n ¢ menor que 0 (ou seja, 0 expoente ¢ um niimero negativo), entao:

a” :[lj ,com a#=0.
a
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PROPRIEDADES

Considerando @ e b ntmeros reais, m e 1N nGmeros inteiros, sio
vélidas as propriedades a seguir:

1.2 Propriedade: Produto de poténcias de mesma base

Para multiplicarmos poténcias de mesma base, conservamos a base e adicionamos
0s expoentes.

s ms s Observe que:
33 i§-3-::2>-33-:3—243 343 =(3.3)-(3-3-3)=
- B =9.27=243

2.2 Propriedade: Quociente de poténcias de mesma base

m
a _
=a"", coma#0.

n

a

Para dividirmos poténcias de mesma base, conservamos a base e subtraimos os

expoentes.
Observe que:
7 4
Q) 5 =7"7=7"=7-7T=49 7t 7-7-7-7 2401
7 7-7 49
12° oot o Note que este exemplo justifica o
b) 5:12 :12 :1 3.0 Caso (aozl)‘

3.2 Propriedade: Produto de poténcias de mesmo expoente
a"-b" =(a-b)"

Para multiplicarmos poténcias de mesmo expoente, conservamos o expoente e
multiplicamos as bases.

Observe que:

2 A2 2 102 _
6>-3” =(6-3) =18> =18-18 =324 6.3 =(66)-(3-3)=36-9=324

4.2 Propriedade: Quociente de poténcia de mesmo expoente
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a_:(ﬁj ,comb=0.
b" b

Para dividirmos poténcias de mesmo expoente, conservamos o expoente e
dividimos as bases.

10° _(10)' _i_ ¢ Observe que:
s+ \ls) 77 10* 10000
| —=——_=16
5 625

5.2 Propriedade: Poténcia de uma poténcia

) o

Para elevarmos uma poténcia a um novo expoente, conservamos a base e
multiplicamos os expoentes.

Observe que:

o) =t ot

(22) =22* =2° =64

B A m | n
Atengio! As poténcias (a ) e a” geralmente, apresentam resultados

diferentes. Veja o exemplo a seguir:

3] =37 =3°=729

( \ )3 Observe que os resultados sdo diferentes.
3% =37 =3° =6561

RADICIACAO

Definigio: Seja @ um nimero real e 77 um ndmero natural maior que 1.
O ndimero b ¢ chamado raiz enésima de a se, e somente se, elevado ao expoente
n,resultaem a.

béaraizenésimadea << b" =a

Simbolicamente, representa-se /@ =b, no qual +/ ¢ denominado
radical, a ¢ o radicando ¢ n ¢ o indice da raiz. Observe alguns exemplos a
seguir:
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a) 336 = 6, pois 6> =36 (Lé-se raiz quadrada de 36. Quando o indice ¢ 2, por

convencgio, omite-o da raiz, ficando \/% )
b) /27 =3, pois 3’ =27 (Lé-se raiz ctibica de 27.)

c) 1\/Z =4, pois 4" =4 (Leé-se raiz primeira de 4.)

Em relagao as condigoes de existéncia da raiz enésima de a no conjunto
dos niimeros reais, observamos os seguintes casos:

1.c Caso: Se a=0 e n pertence ao conjunto dos niimeros naturais maior que 1,
~ . ;. . 4 s ’ 4 e 10 =0
entdo existe uma Unica raiz enésima que é o préprio zero: YU =0,

2.0 Caso: Se a ¢ estritamente negativo e 1 ¢ par, entdo nao existe raiz enésima de
a.

3.2 Caso: Se a pertence ao conjunto dos niimeros reais ¢ 7 ¢ impar e maior que
1, entio existe uma Unica raiz enésima de a .

PROPRIEDADES

Considerando @ e b numeros reais positivos e m, n e p nGmeros

naturais diferentes de zero, sao vélidas as propriedades a seguir:

1.2 Propriedade: Produto de radicais de mesmo indice

Para multiplicarmos radicais com o mesmo indice, conservamos o indice e
multip]icamos os radicandos.

a) FENEI e 5/43 42 — 5/43+2 5\/? 4
b) 86 -6 =86’ 62 =462 =46

2.2 Propriedade: Divisio de radicais de mesmo indice

J_
%
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Para dividirmos radicais com o mesmo indice, conservamos o indice e dividimos os

radicandos.

a)%/ﬁ:i/g:ﬁ:3 b) E:E:i
3 3 9 Jo 3

3.2 Propriedade: Poténcia de uma raiz

() -

‘ Para elevarmos uma raiz a um expoente, e]evamos o radicando a esse expoente.
a) ' b)
{iof =310° =vio0 | {2) 27 322 s 2va

2

4.2 Propriedade: Raiz de outra raiz

W3/a ="a

Para obtermos a raiz de outra raiz, conservamos o radicando e multiplicamos os
indices.

0 Y12 =22 =412 éb) 1930 =305 =3/3/2° =32

5.2 Propriedade: Simplificagio de radicais

mlan — ’"'P[an-p m[an — m*P[arﬁp

Quando multiplicamos ou dividimos o indice de uma raiz e o expoente de seu

radicando por um mesmo ndimero natural nio nulo, o valor da raiz nio se altera.

Q/E _ 6+2/152+2 _ %

SIMPLIFICACAO DE RADICAIS

Simplificar um radical significa transformd-lo em uma expressio
equivalente ao radical dado, de modo que sua escrita seja mais simples. Para tal
transformagao, utilizam-se as propriedades estudadas anteriormente. Observe os
exemplos seguintes:
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Yoa Ya® _ f64 a5 s
Ex.: a) 5\/5 5\/5 2 a
75 _5\/;:55/255 S5 Z0.,
b) ‘\‘/625-a5-b9~c7 =‘{/54-a5-b9-c7 =‘{/54-a4~a-l98-b-c4~c3 =
=35* Aot Ao A A et e =
=5-a'%-b2-4\/z-c-‘{/?=5~a-b2-c-4\/a~b~c3

POTENCIA DE EXPOENTE RACIONAL

Definigao: Seja @ um ndimero real positivo, M um numero inteiro e 7

m
um ndmero natural diferente de zero. Define-se poténcia de base @ e expoente —
n

m

como a” =a".

Observe alguns exemplos a seguir:

a) | b) ;c)
4 =Vi=2 5':=%/5_4=5\/g=s\/g (\/Eﬁﬂ/ﬁﬁf/i:ﬁ/i

PROPRIEDADES

Todas as propriedades jd estudadas envolvendo as poténcias de expoentes
inteiros sao vélidas para as poténcias de expoentes racionais.

FATORACAO

Defini¢io: Fatorar uma expressio algébrica significa transformar sua
forma de soma algébrica em produto, ou seja, através da fatoragio pretende-se
obter outra expressdo que seja equivalente a expressao dada, cuja forma equivalente
apresente-se como um produto. Em muitos casos, o resultado de uma fatoragio ¢
um produto notdvel. Pelo fato de obedecer algumas leis de formacao, os produtos
notdveis sao utilizados para agilizar/facilitar determinados tipos de cdlculos.

Pro-Reitoria de Extensdo — PROEX



25

Sejam @, b, C, X e y expressdes nao fatordveis. Observe alguns casos

de fatoracio:

1.c Caso: Fator comum: Identifica-se o fator comum, coloca-o em evidéncia e
simplifica-se a expressdo deixando entre parénteses a soma algébrica.

soma algébrica produto
f_/%
ax+bx =x-(a+b) xéofatorcomum

fator
comum

b) 8y’ —24xy = g; -(y2—3x)

fator
comum

-
2) 3xy+6x= 3x -(y+2)

2.0 Caso: Agrupamento: Inicialmente, organizam-se os termos da expressio
algébrica de modo que sejam formados dois ou mais grupos entre os quais haja um
fator comum. Em seguida, coloca-se tal fator comum em evidéncia.

O fator comum é (a+b).

ax+bx+ay+by=x-(a+b)+y-(a+b)=(a+b)-(x+y)

1.°Grupo 2.°Grupo
O fator comumé (4x-5).
Axy —5y +8x° —10x> = y-(4x—5)+ 22 - (4x = 5) = (4x—5)- (y + 2x?)

1.°Grupo 2.°Grupo

3.> Caso: Diferenga de quadrados: Utiliza-se tal fatoragio quando a expressio
algébrica ¢ formada por uma diferenca entre dois mondmios cujas partes literais
possuem expoentes pares. Para realizar a fatoragio, extraem-se as raizes quadradas
de cada um dos mon6mios; em seguida, escreve-se a expressio como produto da
soma pela diferenga dos novos monémios obtidos.

Produto da soma pela
diferenca dos mondémios a e b. Note que:
——

gi - lgi = (a+b)-(a-b) (a+b)-(a—b)=a2—ab+ab—b2=
a’=a b2 =b

2 2
=a"—b".

Mondmios obtidos a e b
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Produto da soma pela diferenga
dos monOmios x\/g e y3.

2 5x° - Zi :(x 5+y3)-(x\/§—y3)

Produto dasoma peladiferenca
dosmondmios xy2 e4d.

- 16 = (w?+4) (07 -4)

2 4_ 2 16=4

z
{k
[
~
—_

Observe que o resultado deste caso de fatoragio é o produto notdvel

(a + b)- (a —b) =a’ — b denominado produto da soma pela diferenga de dois

termos.

4.0 Caso: Trindmio do quadrado perfeito: Utiliza-se essa fatoragio quando a
expressao algébrica é um trinémio (polindmio com trés mondmios) que forma um
quadrado perfeito. Trindmio do quadrado perfeito é todo trindmio no qual dois de
seus termos podem ser representados como poténcias de expoente 2, jé o terceiro
termo ¢ igual a mais (ou menos) o dobro do produto das bases de tais poténcias.
Por exemplo:

1.° Termo 3.2 Termo 2.° Termo
X +2- X7 yN2+ 2y°
iy [

Poténcia d 2 i 22! Base M =y A i
oténcia de expoente 2. €—i(x ),' l Base :(y /2) —» Poténcia de expoente 2.
- t ~ = |_ =7

Assim, ao fatorar este trindmio deve-se escrevé-lo como sendo o quadrado
da soma (ou da diferenca) entre tais bases, cuja soma (ou diferenca) depende do
sinal do 3.° termo:

Quadrado da soma

das bases.
xt +2xzy\/§+2y2 = (x2 + y\/E)z
A £

Note que:

(xz + y\/i)2 = (x2 + y\/E)- (x2 + yﬁ)z

=x"-x +x2y\/§+y\/§x2 +y\/§-y\/§:x4 +2x2y\/§+2y2

Em sua forma geral, podemos representar este caso de fatoragiao como:
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a’ +2ab+b* =(a+b) a2—2ab+b2=(a—b)2
Observe que tal fatoragio resulta em outro produto notdvel, subdivido
em:
1.0) Quadrado da soma de dois termos:
(a+b) =(a+b)-(a+b)=a’ +2ab+b’
2.0) Quadrado da diferenga de dois termos:
(a —b)2 =(a —b)~ (a —b)=a*—2ab+b*

5. Caso: Soma e diferenga de cubos: Neste caso de fatoragio, observam-se 2
tipos:

3,13 2 2
a +b :(a+b)~(a —a-b+b)

1.°©) Soma de cubos:

Ex. x3+64=3£3+i13 :(x+4)-(x2—x-4+42):(x+4)-(x2—4x+16)
b

a

Note que:
(x+4)- (x> —4x+16)= x* —4x> +16x+4x> —16x+64 = x* +64

2.0) Diferenca de cubos: a’—b’ = (a_b)' (az +a 'b+b2)

3
1257 —8:(;;) ~2' =(52-2)-((52) +5z-2+22)=
° b

a

X.
=(5z-2)-(252> +10z+4)
Note que:

(52-2)- (252> +10z +4)=1257" + 502> +20z — 507> — 20z ~8=1257" —8

6.2 Caso: Cubo perfeito: Neste caso de fatoragao, observam-se 2 tipos:
1.0) @® +3a’b+3ab’> +b* =(a+ b)3

3
Desenvolvendo (a +b) temos:
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Quadrado da
soma de
dois termos.

/_j%
(a+b) =(a+b)-(a+b)-(a+b)=(a+b)-(a+bf =(a+b)-(a® +2ab+b*)=
=a’ +2a’b+ab’ +a’b+2ab’> +b’ =a’ +3a’b +3ab” + b’
Ex.:

3 2 2 3
3 2 _ _
8z° +123/47 +6i/ﬁz+4_£ggj +3-(g;j -3_§+3-(35]-[3,/(45] {3@ =
b

a a b a

= (2z+§/1)3

Verificando:

(2z JrS\/Z)3 = (2z +3\/Z) (2z +§/Z)Z = (ZZ +3\/Z)-(4z2 +4z3/4 + (MY] =

=87’ +83/47% + 2(%fz+4%zz +4(i/z)zz +(3\/Z)3 =
=82° +124/47% + 61167+ 4
2.9 @’ —3a’b+3ab’ —b’ = (a —b)3

Desenvolvendo (a —b)3 temos:

Quadradoda
diferenga de
doistermos.

(a=bY =(a=b)-(a=b)-(a=b)=(a—b)- (a=b) =(a-b)-(a> —2ab+b*)=

=a’-2a’bh+ab* —a*b+2ab* b’ =a’ —3a*b +3ab* — b’

2 3
3 2 3
Ex.:tS—t2+£—i=(tJ —3~(tj A1 +3-(tj- ]!l =(t—1]
3 27 )13 13 |3 3
7 7 7

Verificando:

(A2
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Observe que, como resultado de tais fatoragoes, obtemos outro produto
notdvel, subdivido em:

1.°) Cubo da soma de dois termos: (a +b)3 =a’ +3a’b+3ab> + b’

2.0) Cubo da diferenga de dois termos:
(a—b) =a* —3a’b+3ab® — b’

A seguir constam trés exemplos nos quais sao utilizados alguns dos casos de
fatoracao/produtos notéveis estudados:

Exemplo 1 (VUNESP): Dado que a+b=5 ¢ ab=2, qual é o valor

L. 2, 42
numérico de a”~ +b~?

a) 5 b) 2 c) 10 d) 21 e) 25

Resolugdo: Sabe-se, a partir do 4.° caso de fatoragio, que

a’+2ab+b* = (a +b)2. Somando-se (— 2ab) a ambos os membros da
igualdade, temos:

@+ 2ab 4 +(-20b) = (a b +(-20b)=> a7 7 = (a b ~2ab

Como foi dado que a+b=5 e ab =2, entdo, é possivel determinar o

valor numérico de a* + b*:
@ +b* =(a+bf —2ab=a’ +b*=(5) —~2-2=25-4=a> +b* =21

Logo, o valor numérico de a’+b* é21.

Resposta: A alternativa correta ¢ a letra d.

1 1
- - 10
Exemplo 2 (MACKENZIE): Se a* +a * = ? ,entio a+a ' vale:

100 82 82 100 16
Q) —— b) — ) — d) — ¢) —
9 3 9 82 9

Resolugio: Conforme o enunciado, sabe-se que a°+a *=-—.

Elevando-se ambos os membros da igualdade ao quadrado, obtemos
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1 1 2
(az +a 2} = (%j = % . Aplicando o produto notdvel ‘quadrado da soma

de dois termos’, temos:

5.* Propriedade

a . 5.*Propriedade
de Poténcia. 1" Propriedade

de Poténcia. de Poténcia.

1y 1 [ 1y
a’+a?| = |a? +2-a’>a?>+|a?| =a+2d’+a'=a+a'+2
oY q00 (20 LY
Como | a? +a ? =7e a’+a?| =a+a’' +2,entio

100

a+a'+2=—""Resolvendo a expressao, temos:
a+a” +2=%:>a+al +2—2:@—2:>a+a" =@—2:>
4 100-18 4 82
—>at+ta =—=>>a+a =—
4 82
Portanto, a+a =—.
Resposta: A alternativa correta é a letra c.
x -1
Exemplo 3 (FUVEST): Para x = 0,1, o valor da expressiao é:
— X
a) —11,1 b) —1,11 c —0111 d) 111 e) 111

Resolugio: Utilizando o 5.° caso de fatora¢io ‘diferenga de cubos,

-1 (x—l)(x2 +x+1)
—x I-x '

multiplicar o numerador e o denominador da expressao por (— 1), temos:

(x—l)-(x2+x+1)‘(—1): (1—x)-(x2+x+1)_ 1 _ (x2 +x+1)

(i Y ) B ) R

Como x=0,1, entao:

podemos representar a referida expressio como

(¢]

—x*—x-1=—01-0,1-1=-0,01-01-1=-111
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3
Assim, x -1 =-111.
1-x

Resposta: A alternativa correta ¢ a letra b.

RACIONALIZACAO DE DENOMINADORES

Defini¢io: Racionalizar o denominador de uma fragao significa eliminar
todos os radicais (ou poténcias de expoente racional) que se encontram no
denominador. No entanto, a fragdo resultante deve ser equivalente 2 inicial.

A racionalizagio de denominadores visa facilitar a obten¢io do valor
numérico de uma fragio quando, em seu denominador, hd radicais. Imagine o

quao trabalhoso seria, por exemplo, calcular a razao ?, cujo valor aproximado de

5\/551,24573093961...? Nesse sentido, foram desenvolvidas técnicas de

racionalizagdo, nas quais algumas delas serao esbogadas a seguir:

1.° Caso: Em fragées com denominadores do tipo Y a™ , para eliminar o radical é

necessdrio multiplicar o numerador e o denominador por Ya"™ . A este termo

("\/ a™™" ) dd-se o nome de fator racionalizante.

{ Note  que \/Eé o fator

Ex: a) i:i(ﬁJ:ﬂ:ﬂ racionalizante do denominador
2 V2 V2) V22 o2 2
l 2[5! :%/F _3[y!
b) irObserve que §3° ¢ o fator

6 63 /=7 | racionalizante do denominador
Y, 433 4337

o s

2.2 Caso: Em fragées com denominadores do tipo va £+/b, para eliminar o
radical ¢ necessdrio multiplicar o numerador e o denominador pelo seu conjugado.

Retomando o produto notdvel (a +b)' (a —b)= a’ —b* (produto da soma pela
diferenga de dois termos), temos:
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Denominada. Conjugado. lilllrta}l(?iz;ie
oo a—)- Ve -5 -
Denominada. Conjugado. Iihgldniz;—ie

Wa o)} Va +b)=(af -(5] = a=p

Logo,\/g—\/g ¢ o conjugado de Ja++b e\/;-%\/zéoconjugado
de va —/b.
22 (\/5+J§J 2(5+\/_) (5+\/_)
V53 5-V3\V5+43) (V5f-(Vaf

=%§;@=£+@

Note que (\/g+\/§) ¢ o conjugado de (\/g—\/g), sendo esse o

denominador da fragio.
b)
4 4 .(\/8—2} aV6-2) alVo-2) alV6-2) Ve-2
Je+2 Jo+2 (Vo-2) (J6f-(2f 6-4 2 2
Veja que (\/6 - 2) ¢ o conjugado de (\/6 + 2), sendo esse o denominador
da fracio.

Ex.: a)

Observacdo: Para a racionalizagio de denominadores do tipo a £ \/Z e \/Z b,
multiplica-se 0 numerador e o denominador pelo seu conjugado.

3.2 Caso: Em fragdes com denominadores do tipo ya@t+/b, para eliminar o
radical, inicialmente, realiza-se a multiplicagio do numerador e do denominador
pelo seu conjugado. Apés essa racionalizacio, podem ser observadas duas situagdes,

exemplificadas adiante:

1.2) O radical ¢ eliminado do denominador:

1 {\/3+\/§J: V3+45
V3-5 3-+5 (345 ) B-+5)-(++5)
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_ m :\/3+\/§:\/3+\/§=\/3+\/§
Jop ) o

2.2) Para a eliminagao do radical, aplica-se o 1.° caso de racionalizagao:

2 2 [\/4\/€J Wa-J6  2Ja-6

Jasds ado (Na-v6 ) Jlevo)4-v6) Jup-(e]
_2Ja—J6 24—
- Jie-6 410

Aplicando o 1.° caso:

2Ja-J6 V1o 2Ja-J6)10 2/40-10/6 10-10V6
Jio - V1o (\/ﬁ)z - 10 - 5

A seguir constam dois problemas matemdticos nos quais sio empregados
conhecimentos relativos & racionalizagio de denominadores, além de outros ji
estudados anteriormente para as suas resolugoes:

6—-+2
Exemplo 1: A expressao M é equivalente a:

8443
a) —1 b)l—\/§ )0 d) 1 e)1+\/§

Resolugio: Inicialmente, faz-se a racionalizagio do denominador

(8—4\/§)multiplicando o numerador ¢ o denominador pelo seu conjugado

(8+4\/§):
(Vo—v2] (B+4v3) (Vo-+2f (8+443) (Vo-2f (8+443)

B-4v3) (8+4v3) (03] 6448

(\/8—\/5):6-(8+4\/§)

Pro-Reitoria de Extensdo — PROEX



34

Em seguida, desenvolve-se o produto notdvel (\/g —\/5 )2 , cujo resultado
¢ multiplicado por (8 + 4\/5):
6-2J12+2 |- (8 +44/3 ) Produto da soma pela diferenga.
(JE—JE)Z-(8+4J§): _ (8—4£)~(8+4J§):

16 16 16
8 -(4f3)

16

Por tltimo, calcula-se o resultado final:

8 (03] _64-42V3 64-16-3_64-48 _16
16 16 16 6 16

~ We-+2]
Logo, a expressao

equivale a 1.
§—43

=1

Resposta: A alternativa correta ¢ a letra d.

Exemplo 2 (EPCAr): Depois de racionalizar e efetuar os cdlculos em

i\/\/gg_;\;/_f) — 2\/@ , obtém-se como resultado:
a) b) 19) d)
7 7-210 J7-2410 J_+J_2J_J_J_2J—

Resolugio: Inicialmente, utiliza-se o 2.° caso de racionalizagio para

3‘\/§+\/—’

eliminar os radicais do denominador da fragao \/_ Nl

(5 ov3) 35 ava) (Bavz) AUT +2vi0(f |
NEN Rl N S I NS R W R N

(5+52\_/_+2) 742410

3
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Em seguida, efetua-se a subtragio: 7+ 2\@ - 2\/@ =7.

M—Nﬁ ¢7.

Assim, o resultado da resolugao da expressao
J5-42

Resposta: A alternativa correta é a letra a.

EQUAGCAO DO 1.° GRAU

Defini¢do: Sejam a e b nameros reais, com a # 0. Denomina-se

equagio do 1.° grau em R, na incégnita X, toda equagio que pode ser escrita da
seguinte forma:

ax+b=0

Para resolver equagées do 1.° grau de modo a obter a raiz da equagio que
satisfaca a igualdade, realizam-se operagdes elementares em ambos os membros da
igualdade de modo a obterem-se equagées equivalentes. Observe:

Consideremos a forma geral ax+b=0.
Subtrai-se & de ambos os membros da igualdade: ax+b—-b=0-b.
Obtém-se a equacio equivalente: ax =—b.

ax —b
Dividem-se ambos os membros da igualdade por a: —=—.
a a
Obtém-se outra equagio equivalente e, conjuntamente, a solu¢io da
) b
equagao: X =——.
a

b
A notagio S = {— —} indica a solugio ou a raiz da equagao.
a

No exemplo seguinte é obtida a raiz da equagdo do 1.° grau:

Ex.: 5x+20=0

5x+20-20=0-20  (Subtrai-se 20 de ambos os membro da igualdade. )
S5x=-20
Sx =20

5 5 (Dividem - se ambos os membros da igualdade por5.)
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4 (A solucdo — 4 satisfaz aigualdade da equagdo inicial : }
xX=-

5-(-4)+20=0=-20+20=0=0=0
S={-4}

Utilizando a resolu¢ao de equagdes do 1. grau é possivel solucionar
inimeros problemas matemdticos. A seguir constam dois exemplos:

Exemplo 1: A soma das idades de trés irmas é 50. Sabe-se que a irma ‘do
meio’ excede a idade da mais nova em 15 anos. J4 a irma mais velha excede a idade

da irmi ‘do meio’ em 5 anos. Quais so as idades das trés irmas?

Resolugio: Inicialmente, consideremos as incégnitas X, y e Z como
. . . . . .
representando as idades das irmas cagula, ‘do meio’ e mais velha, respectivamente.

Assim, temos:

Considerando os dados do problema, é possivel representar as idades das
irmas a partir da incdgnita X :
y=x+15 (A idade da irma “do meio” excede a idade da irma cagula em

15 anos.)

Z=y+5 (A idade da irma mais velha excede a idade da irma “do meio”

em 5 anos.)
Como y=x+15,entio z=x+15+5=z=x+20.
Sabendo que a soma das idades das trés irmas ¢ 50, temos:

x+y+2=50=x+(x+15)+(x+20)=50=3x+35=50=

3x+35—35:50—35:>3x:15:>3—3x:%:x:5

Assim, as idades das irmas sio: x=5; y=5+15=20¢
z=54+20=25.

Resposta: A irma cagula possui 5 anos, a “do meio” 20 anos e a mais velha

possui 25 anos.

Exemplo 2 (ENEM — 2009): Um grupo de 50 pessoas fez um orcamento
inicial para organizar uma festa, que seria dividido entre elas em cotas iguais.

Pro-Reitoria de Extensdo — PROEX



37

Verificou-se ao final que, para arcar com todas as despesas, faltavam R$ 510,00, e
que 5 novas pessoas haviam ingressado no grupo. No acerto foi decidido que a
despesa total seria dividida em partes iguais pelas 55 pessoas. Quem ndo havia
ainda contribuido pagaria a sua parte, e cada uma das 50 pessoas do grupo inicial
deveria contribuir com mais R$ 7,00.

De acordo com essas informagées, qual foi o valor da cota calculada no
acerto final para cada uma das 55 pessoas?

A R$14,00  bBYR$17,00 ) R$22,00  d)R$32,00 ¢ R$ 57,00

Resolugio: Sabe-se que 50 pessoas ja haviam pagado sua parte da despesa
total, assim nao serd considerado o valor total para elas, apenas o valor adicional de
R$ 7,00 que serd multiplicado por 50. Além desse valor, para totalizar o restante
que falta para a organizacio da festa (R$ 510,00), contribuiram 5 pessoas com um
determinado valor. Como nao sabemos esse referido valor, o denominaremos de y
(considerado a incégnita da equagdo). Desse modo, faz-se possivel elaborar a
seguinte equagdo do 1.° grau:

o valorpagopelas50

o valorpago pessoasque jd haviam o valor
pelas5Spessoas  contribuidinicialmente  quefaltava
—— — —
5y + (50-7) = 510
5y+350=510=5y+350-350=510-350=5y =160 =
1
5 5

Assim, para organizar a festa cada um pagou o valor total de R$ 32,00.

Resposta: A alternativa correta ¢ a letra d.

EQUACAO DO 2. GRAU

Definigdo: Sejam a, b e ¢ ntmeros reais, com a # 0. Denomina-se
equagio do 2.° grau em R, na incégnita X, toda equagao que pode ser escrita da
seguinte forma:

ax’* +bx+c=0

Para resolver equagoes do 2.° grau de modo a obter a raiz (ou as raizes),
caso exista(m) em , pode ser utilizada a férmula de Bhéskara. Observe:
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Consideremos a forma geral ax” +bx+c =0.

Inicialmente, obtém-se o discriminante (A) por meio do célculo
2
A=b"—4ac.

Em seguida, determina-se a raiz (ou as raizes), caso exista(m) em , a partir

_—b+JX

—bi\/X N 2a
X=—T—"7"12=

do seguinte célculo:

= X, €x, sdoas raizes da equagdo.

2a —b-+/A
X, =———
2a
- A —b—~A
A notagio S = b+ A ; b=Ja indica a solugao da equagio.
2a 2a

Nos exemplos seguintes sdo obtidas a raizes da equagio do 2.° grau, caso
existam em , utilizando a férmula de Bhdskara:

Ex.:a) 10x> ~7x+1=0 (a = 10,b=-7,c=1)
Primeiro, calcula-se o discriminante:
A=(=7f -4-10-1=49-40=9

Em seguida, calculam-se as raizes da equagao:

x_7+3_19_l
~(-7)EV9 )T 20 20 21 1 _ -
== = — e —sdo as raizes da equagao.
2.10 LT3 4 17275
20 20 5
11
Assim: S= {E’E}
v’ 1
b) ?—10x+50=0 (a = E,la=—1o,c=50j

Primeiro, calcula-se o discriminante:

Az(—lO)z—4-%-5()=100—1()O=0
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Em seguida, calculam-se as raizes da equagao:

10+0
_(c10)x0 BT 70 A -
X=——"-""—"= = 10 € a raiz da equacio.
Z-l . :10—0210
2 : 1
Assim: S={10}_

027" -z+3=0 (a =2 b=-1c=3)
Primeiro, calcula-se o discriminante:
A=(-1)-4-2-3=1-24=-23

Como nio existe raiz quadrada de um ntimero negativo em , entio nio é
possivel prosseguir com o cdlculo para obter a raiz da referida equacio.

Assim: S =@ (conjunto vazio).

De modo geral, em uma equagao do 2.° grau, pode-se afirmar que:

a) Para (A) >0 hd duas rafzes reais
distintas.

b) Para (A)=0 hé duas raizes reais iguais.
c) Para (A) < 0 nao h4 raiz real.

Quando a equagio do 2.° grau estd incompleta, ou seja, b e ¢ sdo iguais

a zero (simultaneamente, ou nao), é possivel obter as raizes da equagio por outras
formas, sem a necessidade da utilizacio da férmula de Bhdskara. Observe os casos
seguintes:

1.°© Caso: Para ¢=0 e b#0, utiliza-se 0 1.° caso de fatoragio para resolver a
equagao:

fator

comum x=0
ax’ +bx+c=0=ax’ +bx=0= x -(ax+b)=0:

ax+b=0:>x=—é
a

Assim, as raizes da equagio sio x =Qou X =——.
a
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x=0
Ex.: 2x° —5x=0=>x-(2x-5)=0=

5
Logo: §= {0; 5}

2.° Caso: Para b=0 e ¢ #0, isola-se a incdgnita e extrai-se a raiz quadrada, caso

2x—5=0:>x=é
2

exista em :

f c
ax* +bx+c=0=ax’+c=0ax’*=—c=>x=+

Assim, as raizes da equagio sio x = +, f—— ex=—, f—— .

4x? -32=0=4x*=32=x* :T:x =8=

Ex.: x=+\/§:>x=\/?:>x:2\/§

=

x:—\/§:>x:—\/§:>x:—
Portanto: O = {2‘/5;_2\/5}.

3.0 Caso: Para b=0 e ¢ =0, extrai-se a raiz quadrada de zero:
ax’ +bx+c=0=ax*=0=>x*=0=x=0
Assim, a raiz da equagio é x =0.

Desse modo: S = {O}

Utilizando os diferentes modos de resolugio de equacdes do 2.° grau é
possivel solucionar intimeros problemas matemdticos. A seguir constam dois
exemplos:
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Exemplo 1: O quadrado do nimero de filhos de Miguel ¢ igual a 8 menos
2 vezes o nimero de filhos. Quantos filhos Miguel tém?

Resolugio: Consideremos y como sendo o nimero de filhos de Miguel.

A partir do enunciado, temos que:

8 menos?2 vezes
ondmerodefilhos

——
o quadradodo 2 vezeso
ntimerodefilhos nimerodefilhos
—— ——
2 —
y = 8- 2y

Escrevendo a equagdo em sua forma geral, obtemos: y2 +2y-8=0.

Para obter as raizes da equagio utiliza-se a férmula de Bhdskara:
Y2 +2y-8=0 (a = Lb=2,c=-8)

Primeiro, calcula-se o discriminante: A = 22 4.1 (— 8) =4+32=36

Em seguida, calculam-se as raizes da equacao:

_—2+6_i_2
—2+36 )T T2 T2T o )
y=——"-= = 2 e —4sdo as raizes da equacao.
2-1 _-2-6_-8__,
Ya > 3

Como o numero de filhos é sempre um ntimero natural, entao, despreza-se

a raiz negativa encontrada (_ 8). Logo, o ntimero de filhos de Miguel ¢ 2.

Resposta: Miguel possui 2 filhos.

Exemplo 2 (ENEM — 2013): A temperatura " de um forno (em graus
centigrados) é reduzida por um sistema a partir do instante de seu desligamento

2
—t
(t = O) e varia de acordo com a expressio T(t) = T +400 com f em minutos.

Por motivos de seguranga, a trava do forno sé ¢ liberada para abertura quando o
forno atinge a temperatura de 39° C. Qual o tempo minimo de espera, em
minutos, apds se desligar o forno, para que a porta possa ser aberta?

a) 19,0 b) 19,8 c) 20,0 d) 38,0 e) 39,0
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2
-t
Resolugio: Conforme o enunciado, temos a equagao T(l‘ ) = T +400.

Sabe-se que o forno sé poderd ser aberto quando 7" =39 . Substituindo tal valor na
equagio, temos:

2

39=""" 1400
4

Multiplicando ambos os membros da equagio por 4, obtemos a seguinte
equagio equivalente:

156 = 1> +1600 = 156 -1600 = —* = —1444 = —*
Multiplicando ambos os membros da equagio por (— 1), temos:

extrai—sea raiz quadrada
deambososmembros
=

1444 =¢> = Vi* =+41444 =t = 138
Como o tempo é sempre um nimero positivo, entdo, despreza-se a raiz

negativa encontrada (_38). Logo, o tempo minimo de espera para abrir o forno ¢
de 38 minutos.

Resposta: A alternativa correta ¢ a letra d.

SOMA E PRODUTO DE RAIZES

Sejam X, e X, as raizes de uma equagido do 2.° grau

(ax2 +bx+c, a# 0) obtidas a partir da férmula resolutiva de Bhdskara. Desse

modo, temos:

Soma de raizes: S =x, +x, =——

—b+A —b-~JA
—— ¢

Efetuando a soma das raizes X, = X, =————, temos:
2a 2a
—b+JA (=b=JA) —b+JA-b-JA 26 b
S=x+x,= + = =——=——=
2a 2a 2a 2a a
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, C
Produto de rafzes: P=x,-x, =—.
a

—b++/A —b—+JA
N2 —_gVNA
2a 2a

Diferenga de Quadrados.
f—/%

—b+A) (=b=VA|_ (bf-(JA] _p-a_

Efetuando o produto das raizes x; =

P=x-x,=

2a 2a (Za)2 44*
A
b* —(b2 —4ac)_ dac _c
4a* 44’ a

Utilizando tal conhecimento acerca da soma e produto de raizes, observe a
resolucio de dois problemas matemadticos:

Exemplo 1 (FUVEST): Se me n sio raizes de x> =6x+10=0, entio

I 1
—+— vale:
m n
3 1
a) 6 b) 2 ol d) — e) —
5 6
Resolugio: Inicialmente, adicionam-se as frages que compéem a
) 1 1 n+m m+n
expressio —+—, ficando —+—= = .
m n m n m-n m-n
——

mmc (m,n):m~n

. , 2 . .
Sabe-se que M e N sao as raizes de X" —6x+10=0, cujos coeficientes

sio: a=1,b=—6¢ c=10.

m+n
Ao observar o numerador e o denominador da fracio ( j nota-se
nm-n

que os mesmos equivalem, respectivamente, a soma e ao produto das raizes me n

b c b -6
. Como m+n=8S=—— e m-n=P=— entio, S=——_—(—)=6
a a a 1
c 10
P =—=—=10. Substituindo tais valores na referida fragio, temos:
a
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Assim, —+—=—.
m n 5

Resposta: A alternativa correta ¢ a letra d.

Exemplo 2 (PUCCAMP): Se v e W sio raizes da equagio
x> +ax+b=0,onde a e b sio coeficientes reais, entio v +w?> é igual a:
a) a’—2b b) a® +2b oa’-2b> d)a*+2b> & a’-b’

Resolugdo: Sabendo que v e W sio raizes da equacio x” +ax+b=0,

conforme a soma e produto de raizes, temos que S=V+w=—— e
a
C .
P=vw=—_ Assim:
a
b a
v+w=——:>v+w=—T:>v+w=—a (1.2 equagao)
a
c b
VW=—=vw= i =vw=b (2.2 equagio)
a

Na 1.2 equagio, eleva-se a0 quadrado ambos os membros da igualdade:

Quadrado da
soma de
dois termos.
2 2 2 2 2
(v+w) =(-a) =V’ +2-v-w+w’ =a

Como vw=>b (2.2 equagio), entio:

b
——

V42w wr =a* = v +2b+w* =a’. Somando-se (—Zb) a ambos os

membros da igualdade, obtemos o resultado pretendido:

VE42b+w? =a> = Vv +2b+w’ +(—2b):a2 +(—2b):>v2 +w?=a*=2b

2 2 2
Portanto, V- +w =a” —2b.

Resposta: A alternativa correta é a letra a.
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EQUACAO IRRACIONAL

Defini¢io: Equagio irracional é toda equagio cuja incégnita apresenta-se
sob um ou mais radicais. Observe alguns exemplos de equagdes irracionais:

DVxr5=8 iV 121 o Vx+2-vx—1=+2x-3

Para resolver equagbes deste tipo é necessdrio elevar as equagdes as

poténcias convenientes de modo a eliminar o(s) radical(is). Apds determinar as
raizes da equagio obtida (mediante tal transformacio), deve-se verificar se as
mesmas podem ou nio ser aceitas como raizes da equagdo irracional inicial. A
seguir constam as resolugdes dos exemplos anteriores:

Ex.:a) Vx+5=8

Elevam-se, ao quadrado, .
ambos os membros. Subtrai-se 5 de ambos

os membros.

f—/%
(\/x+5)2 =8 > x+5=64=x+5-5=64-5=x=59

Verificando se a raiz encontrada (X 259) satisfaz a equagdo irracional

inicial:
Jx+5=8=59+5=8=.64=8=8=8

Como a sentenca ¢ verdadeira, entio ()C = 59) é raiz da equagao irracional

Jx+5=8.
b) YVx*-1=1

Elevam-se, ao cubo,

Elevam-se, ao quadrado,
ambos os membros.

ambos os membros.

3

W—A—‘\
[3 \/xz—l} (1 =Vx*-1=1 :(\/x2—1)2:(1)2:x2—1:1 =
Soma-se 1 a ambos os membros.
f—/%

= Xol4l=1+1 =x’=2=x=+/2

Verificando se as raizes encontradas (x=i\/2) satisfazem a equacdo

irracional inicial:

Para x:\/E:
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Wt =1 (oS 1 =1 T =i T =124 =12 11
Para x=—\/§'

War—1=1=(V2f —1 =123 2-1 =12V =121 =111

Como ambas as sentencas sio verdadeiras, entio (x ==+ 2) sao raizes da

equacio irracional /v x> —1 =1.

19) Jx+2—Jx-1=+2x-3

Elevam-se, ao quadrado,ambos os membros.

Jx+2-x-1=+/2x-3 :(\/x+2—\/x—1)2 :(\/ZX—:’»)2 =

Quadrado da diferenca
de dois termos.

= (\/E)z +2-(\/x+2)-(\/x—1)+(\/x—1)2 =2x-3=

= x+2+2(x+2) (x=1)+x—-1=2x-3=2x+1+2Vx* +x-2=2x-3 =

Elevam-se, ao quadrado,ambos os membros.
o tx-2=—4= (2\/x2 +x—2)z =(-4F =4(P+x-2)=16=

:>x2+x—2=$:x2+x—2=4:>x2+x—6=0

Resolvendo a equacio do 2.¢ grau por meio da férmula de Bhaskara temos:
X +x-6=0 (a=1b=1; c=-6)

Primeiro, calcula-se o discriminante:

A=(1)-4-1-(-6)=1+24=25

Em seguida, calculam-se as raizes da equagao:

. _—1+5_4_2
— + L= T, T 5T
=%1\/2_5:> 12 5 2 6 =2 e —3sido as raizes da equacdo.

Verificando se as raizes encontradas (.XZZ) e (x:—3) satisfazem a

equagdo irracional inicial:
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Para x=2:Jx+2 —Jx—1=/2x-3=242-V2-1=422-3=
—=Jd-J1=\122-1=1=1=1

Para x=-3:

Vax+2-Jx—1=42x-3=+-3+2-J-3-1=,2.(-3)-3=
=J-1-J-4=4-9

Como nao existe raiz quadrada para valores negativos em , entdo, a raiz
x =—3 ndo satisfaz a equagio irracional inicial.

Assim, (x = 2) é a UGnica raiz da equacio irracional

Jx+2-Jx—1=+/2x-3.

A seguir constam dois problemas matemdticos nos quais sao empregados
conhecimentos relativos 4 resolu¢iao de equagées irracionais, além de outros ji
estudados anteriormente:

Exemplo 1 (MACKENZIE): Se o nimero Xx ¢ solugio da equagio

Vx+9—-3x-9 =3, entio x° estd entre:

a)0e25 b) 25 €55 c)55e75 d) 75e95 e) 95 e 105
Resolugio: Inicialmente, elevam-se, ao cubo, ambos os membros da

equagio. Em seguida, realizam-se algumas operagées envolvendo os assuntos ji

abordados (potenciagio, radiciagio, fatoragao/produtos notdveis, etc.). Observe:

Cubo da diferenca
de dois termos.

3\/m—3\/)c_—9=3:>(3 x+9 -3 x—9)3 =3) =

= [{x+9) =3-{xro ) -{x=9)+3-{Wxr0) {a—0f —[{/x—0) =27
= x+9-3R/(x+9) - (x=9)+ 3/(x+9)-(x=9) —(x-9)=27=
:>x+9—33\/(x+9)- (x+9)-(x—9) +33\/ (x+9)-(x-9) -(x-9)-x+9=27=

Produto da soma pela

Produto da soma pela
diferenga de dois termos.

diferenga de dois termos.
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= 33(x+9)-(x* =81)+33/(x*> -81)-(x—9) +18 =27 =
= —33(x+9)-(x* -81)+33/(x* -81)-3/(x-9) = 27-18 =
Fatoragdo - Fator Comum—ﬁ/f)TBl)

= -3/[x? —81}-(§/(x+9)—§/(x—9))=9:> ~3f(x?-81)-(3)=9=>

Conforme o enunciado, tal
expressdo € igual a 3.

%/ixz —81}:%:3 x2-81)=-1

Como ainda hd uma equagio irracional, elevam-se, novamente, ambos os

membros da equagao ao cubo:

Y —81):—1:(%/ix2 —81i)3 =(-1) = x> -8l=-1=x*=80

2 A2
Logo, como x” =80, entdo x~ estd entre 75 e 95. Note que, neste caso,
nio houve a necessidade de verificar se a raiz encontrada satisfaz a equagio

irracional inicial, pois o enunciado afirma que X é solugao da equagao.

Resposta: A alternativa correta é a letra d.

Exemplo 2 (IME-2001/2002): Resolva a equagio V5—+5—x =x,

sabendo-se que x > 0.
Resolugio: Para a resolu¢io da equagdo irracional, inicialmente, faz-se

uma mudan¢a de varidvel, definindo y =+/5—x. Assim, temos as seguintes

equagoes:
y= \/5——)6 (1'a equagﬁo) Note que a 2.2 equagdo adveio da
. _ | substituicio de  y=+5-x na
x=y5-y (2' equagao) equagdo irracional inicial.

Para eliminar o radical da 1.2 e 22 equagbes, elevam-se, ao quadrado,

ambos os membros de cada igualdade:

{y =\/E N (y)2 =(\/E)Z N {yz =5-x (3.a equagﬁo)
x=5-y (o =5

x*=5-y (42 equagio)

Subtraindo a 3.2 equagio da 4.2 equagao, temos:
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2 Produto da soma
_ y = 5-x pela diferenca.
{x2:5—y :>y2—x2:y—x:>(y+x)-(y—x):(y—x)
¥y -x*=—x—(-y) Fivadrdos.

Para satisfazer a igualdade da equacio (y + x)- (y - x) = (y - x) , hd duas
possibilidades:

1.2) Supoe-se y—x=0, pois: (y+x)‘0=():>0:O.
Se y—x=0, entdo y =x. Fazendo tal substitui¢io na 3.2 equacio,
temos:
2 2 2
y=5-x=>x"=5-x=>x"+x-5=0

Resolvendo a equagao do 2.° grau obtida por meio da férmula de
Bhdskara, obtemos as seguintes raizes:

A=(1)-4-1-(-5)=1+20=21
Em seguida, calculam-se as raizes da equagéo:

. _—1+421
~(1)xv21 D) —1++421  —1-+421
X=—"= = (&
21 —1=+/21 2 2
Xy =—T—

g 2

sdo as raizes.

2.2) Supde-se y+x=1, pois: 1-(y—x)=(y—X):>(y—x)=(y—x)-

Se y+x=1, entaio y=1—x. Fazendo tal substitui¢io na 3.2 equagio,

temos:
y? :5—x:>(1—x)2 =5—x=>1-2x+x’=5-x=>x"—x—4=0

Resolvendo a equagio do 2.° grau obtida por meio da férmula de
Bhdskara, obtemos as seguintes raizes:

A=(=1)-4-1-(-4)=1+16=17

Em seguida, calculam-se as raizes da equagao:
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_1+«/ﬁ
) EN T
x=—"2 =

=
2-1 1-+/17
LT

sdo as raizes da equacgdo.

1+17 1-17
T T

Como x >0 (conforme o enunciado), entio, as raizes negativas obtidas

[_1_2\/5 e I- ;/ﬁ ] devem ser eliminadas da solugio. Além disso, x < \/g ,

pois, caso contrdrio, nio ¢ possivel a igualdade da equago irracional inicial. Logo, a

—1-4/21

2

f -1-~21
Resposta: A solugio da equagio /S —+/5—x =x ¢é x= T\/_ .

Unica solugio é x =

Nio se esqueca de resolver os exercicios, referentes a este capitulo, que se

encontram no Caderno de Exercicios disponibilizado na pdgina da web.
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2 NUMEROS

Desde a antiguidade, o homem precisou aprender a contar para resolver
diversos problemas provenientes de seu cotidiano. Dessa forma, diferentes
conjuntos numéricos foram, gradativamente, sendo elaborados em suas mais
diversas representagdes. A seguir serao abordados os seguintes conjuntos numéricos:
Naturais, Inteiros, Racionais, Irracionais e Reais.

CONJUNTO DOS NUMEROS NATURAIS (N)

O conjunto dos Nuimeros Naturais ¢ constituido por:
N={0; I, 2; 3; 4, ...}

Podem-se representar os naturais nao-nulos, ou seja, excluindo-se o zero,
colocando um asterisco em sua representagio (isso ocorrerd para os demais

conjuntos apresentados), ficando N*:{l,‘ 2; 3 4; }

H4 que se destacar os nameros primos, de suma importincia na
Matemitica e nas Ciéncias, como, por exemplo, na criptografia em Computagio.
Sao ndmeros primos os ndmeros naturais (maiores que 1) que possuem,
exatamente, 2 divisores naturais, sendo ele préprio e o namero 1, considerado o
divisor universal. Divisores de um niimero natural sio todos os niimeros naturais
que, ao dividirem tal nimero, resulta em uma divisao exata, ou seja, com resto
igual a zero. Os primos naturais s3o: 2; 3; 5; 7; 115 13; 17; 19; ... . A lista é
intermindvel e ndo apresenta um padrio ou lei de formagio, o que intriga
matemdticos ao redor do mundo.

Pelo Teorema Fundamental da Aritmética, todo nimero natural, maior
do que 1, ou ¢ primo ou pode ser decomposto em um produto de fatores primos,
sendo unico, exceto pela permutacdo desses fatores. A esse respeito, observe o
exemplo seguinte:

Ex.: Decomponha o niimero 60 em fatores primos.

60 2
30 2
15 | 3 Resposta: 60 =2%-3-5
5 |5
1
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Os livros diddticos trazem o processo de decomposi¢io com os fatores

7

primos dispostos em ordem crescente, 0 que nio é necessirio. Na verdade, o
mesmo processo poderia ser esbo¢ado como segue:

60 | 3

20| 2

10 | 5
212
1

Quanto maior for o primeiro fator primo colocado, menos complexos
serdo os cdlculos seguintes. Um nimero que elucida bem esse ponto é o 350. A
seguir, esboga-se & esquerda o método tradicional e, & direita, a decomposi¢io

iniciando-se com o fator 7.

350 | 2 350 | 7 As duas decomposigoes
17515 50 |2 resultam em um mesmo produto, mas
3505 255 i os célculos do processo a direita se
717 515 mostram mais simples.
1 I 1 :

Em relagio a obtenc¢io dos divisores de um ntimero natural, utiliza-se um
processo que pode ser considerado uma “continuagio” da decomposi¢ao em fatores
primos. Inicia-se o algoritmo, como ji denotado anteriormente, mas se adiciona
uma segunda barra vertical, iniciada pelo nimero 1, divisor universal. Em seguida,
deve-se realizar uma “distributiva” entre os fatores primos e os divisores que vao
surgindo. Vejamos o exemplo.

Ex.: Determine os divisores naturais de 60.

1
60 |2 2
30| 2 4
1513 |3;6;12
515 |5;10;20; 15; 30; 60
1

Resposta: Divisores (60) = {I; 2; 3; 4; 5; 6; 10; 12; 15; 20; 30; 60}
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E se desejarmos, porém, apenas o nimero de divisores naturais, sem a
necessidade de especificd-los um a um? Nesse caso, basta decompé-lo, somar uma
unidade a cada expoente dos fatores primos e multiplicar cada resultado. Esse valor
expressa o total de divisores naturais. Consideremos este mesmo exemplo:

Ex.: Quantos sio os divisores naturais de 60?

i 2 Al gl
Como j4 denotado, 60 =2"-3"-5". Tomando os expoentes e somando o
ndmero um a cada um deles, temos:

2+1)-(1+1)-(1+1)=3-2-2=12

Resposta: O niimero 60 possui 12 divisores naturais.

Para auxiliar nesses processos, faz-se necessdrio estudar alguns critérios de
divisibilidade, descritos a seguir:

Por 2: O algarismo das unidades deve ser par (0; 2; 4; 6 ou 8).

Por 3: A soma dos algarismos deve ser mdltipla de 3.

Por 4: Os dois tltimos algarismos devem formar um multiplo de 4.
Por 5: O algarismo das unidades deve ser 5 ou 0.

Por 6: Deve ser divisivel por 2 e 3, simultaneamente.

Por 9: A soma dos algarismos deve ser maltipla de 9.

Por 10: O algarismo das unidades deve ser 0.

Por 11: Some os algarismos em posi¢do impar e também os algarismos em posigao
par. Se a diferenca entre esses dois valores resultarem em um multiplo de 11, o
namero original é multiplo de 11.

Para exemplificar, estudemos a divisibilidade do nimero 35667180 por
todos os critérios denotados anteriormente:

Por 2: Sim, pois o algarismo das unidades ¢ par.

Por 3: Sim. A soma dos algarismos ¢ multpla de 3

(3+5+6+6+7+1+8+0=36).

Por 4: Sim. Os dois tltimos algarismos formam o nimero 80, que é multiplo de 4.
Por 5: Sim, pois o algarismo das unidades ¢ 0.

Por 6: Sim, pois ¢ divisivel por 2 e 3 simultaneamente.
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Por 9: Sim, pois a soma dos algarismos é 36, que ¢ multiplo de 9.
Por 10: Sim, pois o algarismo das unidades é 0.

Por 11: Nao. A soma dos algarismos em posi¢ao impar é 3+6+7+8 =24, ¢ os
de posi¢io par é 5+6+14+0=12. Sua diferenca é 24—-12=12, que nio ¢
multiplo de 11.

Outro conceito importante é o de Mdximo Divisor Comum (mdc) entre
dois ou mais niimeros naturais. Existem vérios procedimentos para obté-lo, no
entanto, utilizaremos o método da decomposi¢ao em fatores primos. Observe o
exemplo seguinte:

Ex.: Determine o mdc entre 60 e 72.

Inicialmente, decompdem-se cada um dos nimeros (60 e 72) em fatores

Resposta: Assim, mdc (60,72) = 12.

primos:

Note que, em negrito, destacam-se
60 |2 72 |2 1os fatores comuns obtidos da
30 |2 36 | 2 decomposi¢ao dos nimeros 60 e 72. Para
1513 18 |2 ! obter o mdc entre esses nimeros, basta
515 913 i multiplicar tais fatores comuns, ou seja,

1 313 122.3=12.

: 1 :

Quando se estudam os ndmeros naturais, também ¢ introduzido o
conceito da tabuada, que nada mais é do que a sequéncia infinita de multiplos de
um determinado nimero inteiro. Miltiplo de um nidmero natural ¢ todo o
nimero obtido através da multiplicagio deste nimero por um ndmero natural
qualquer. Por exemplo, 0, 3, 6, 9 sio multiplos do ntimero 3. Para determinar o
Minimo Multiplo Comum (mmc) entre dois ou mais nimeros naturais é possivel

utilizar o algoritmo de fatoragdo simultidnea, como segue no exemplo.

Ex.: Determine o mmc entre 60 e 72.
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60,72 | 2 : Observe que o mmc é obtido a partir da
30,36 | 2 " multiplicaca .
i multiplicagio  dos  fatores  primos
15,18 | 2 | provenientes da decomposigao
12’ 2 g simultinea dos ndmeros 60 e 72.
5.1105 Resposta: Assim, mmc (60,72) = 360.
1,1 '
2°.3%.5=360

Cabe destacar que os fatores primos nao precisam ser dispostos em ordem
crescente, como jd estudamos na decomposi¢io em fatores primos. No exemplo
seguinte denota-se um problema no qual o conceito de mmc foi utilizado na

resolucio:

Exemplo (UNICAMP — 2015): A tabela abaixo informa alguns valores
nutricionais para a mesma quantidade de dois alimentos, A e B.

Alimento A B
Quantidade 20g 20g
Valor Energético 60 kcal 80 kcal
Sédio 10 mg 20 mg
Proteina 6g lg

Considere duas porg¢des isocaléricas (de mesmo valor energético) dos
alimentos A e B. A razdo entre a quantidade de proteina em A e a quantidade de
proteina em B ¢é igual a

a) 4 b) 6 <8 d) 10

Resolugio: Para igualar o valor energético dos dois alimentos, é necessdrio
determinar o mmec entre 60 e 80. Para tal, nao é obrigatério usar fatores primos. E
permitido utilizar um nimero composto, desde que seja divisor de ambos os

nameros.
60, 80 | 20
3,412
3,212
3,113
1,1
20-2-2-3=240

Como o mmc é 240 kcal, devemos multiplicar os valores nutricionais do

alimento A por 4 (pois, 240+60=4) e os de B por 3 (pois, 240+80=3).
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Assim, a massa de proteina em A serd de 6 g-4=24g;jdadeBserd 1g-3=3¢.

Efetuando-se a razio entre a quantidade de proteina em A e a quantidade de

proteina em B obtém-se 8 como resultado (24 g+3g= 8).

Resposta: A alternativa correta é a letra c.

CONJUNTO DOS NUMEROS INTEIROS (Z)

O conjunto dos Nimeros Inteiros compreende o conjunto dos Nimeros
Naturais e seus opostos (simétricos). Por exemplo, o nimero —1 ¢ simétrico de 1,
e vice-versa.

Tal conjunto ¢ representado por:
Z={..;—4; =3, -2, =1, 0; I, 2; 3; 4; ...}

Observe que este conjunto é constituido pelos niimeros negativos que sao
importantes 4 prépria Matemdtica, bem como as mais diversas dreas do
conhecimento. Adicionando os sinais de adicio ou subtracido abaixo do simbolo
obtemos o conjunto dos ndmeros inteiros nao-negativos e nao-positivos,
respectivamente. Observe:

Z,={0;1;2:3:4;..})=N | Z={.;-4 -3 -2, -1 0}
Note que Z; = N, o que corrobora ao afirmado anteriormente

sobre o conjunto dos Numeros Inteiros compreender o conjunto dos Numeros
Naturais.

Para excluir-se o zero de Z, adiciona-se o asterisco (*) acima do referido
simbolo, ficando:

Z'={..;—4; =3; =2; =1, 1, 2; 3; 4, ...}

Neste conjunto, sio niimeros primos os que apresentam, exatamente, 4
divisores inteiros, sendo ele préprio, o seu simétrico e os nimeros 1 e —1. Por

exemplo, o niimero — 935 ¢ primo, pois possui, exatamente, 4 divisores inteiros: 1,

—1,5e¢ —5.

Em relagio aos divisores de um ntimero inteiro, apds determinar os
divisores positivos, por meio do método apresentado no tépico anterior, é
necessdrio acrescentar os seus respectivos simétricos (opostos). Neste sentido,
observe a resolugio dos exemplos abordados anteriormente:

Ex.: Determine os divisores inteiros de 60.
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1
60 | 2 2
30 |2 4
15|13 |3;6;12
515 |5;10;20;15; 30; 60
1

Resposta: Como hd que se considerar o ntimero simétrico de cada um dos
divisores obtidos, entio, os divisores inteiros de 60 sao:

Divisores (60) = {£1; £2; +3; +4; +5 +6; £10; +12; +15; +20; +30; +60}

Ex.: Quantos sio os divisores inteiros de 60?

. _ 2 Al «l .
Por meio da fatoragio, sabe-se que 60=2"-3-5. Considerando os
expoentes e adicionando o niimero um a cada um deles, temos:

(2+1)-(1+1)-(1+1)=3-2-2=12 divisores positivos

Devido a simetria existente no conjunto dos Nimeros Inteiros, entdo, o
nimero de divisores negativos do nimero 60 também é 12. Assim, o total de
divisores inteiros deste niimero é 24.

Resposta: O ntimero 60 possui 24 divisores inteiros.

CONJUNTO DOS NUMEROS RACIONAIS (Q)

Esse conjunto contém todos os nimeros que podem ser formados pela

~ a * . , . .
razio —, sendo A €Z e beZ . Assim, além de abranger os dois conjuntos
anteriores (Naturais e Inteiros), compreende também as fragdes irredutiveis e as
dizimas periddicas. Fragio irredutivel é toda fragio cuja simplificacio nao é

possivel, no qual o mdc entre o numerador e o denominador é 1. Por exemplo, —

¢ uma fragao irredutivel.

7

Jé a dizima periédica é toda representagio decimal, de um ntmero
racional, que possui um ndmero infinito de ordens decimais. Nesta, hd sempre
uma parte que se repete, denominado periodo ou parte periddica. J4 a parte que
fica & direita da virgula e nio compée o periodo, caso exista, recebe o nome de
anteperiodo ou parte nio periédica. Por exemplo, 0,3125125125... é uma
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dizima periédica na qual o periodo (ou parte periédica) é 125 e o anteperiodo (ou

parte nio periddica) ¢ 3. Tal nimero pode ser também representado por 0,3175,
cuja barra (_) ¢ colocada sobre o periodo. Em relagio aos tipos de dizima

periddica, observam-se:

1.°) Dizima periédica simples: recebem esta classificacio as dizimas que
nio possuem anteperiodo (ou parte ndo periddica). Por exemplo,

0,154315431543... e 45,1111... sio dizimas periédicas simples.

2.° Dizima peridédica composta: recebem esta classificagio as dizimas que
possuem anteperiodo (ou parte nao periédica). Por exemplo, 5,263333... e

0,09823232323... sio dizimas periédicas compostas.

Para a obtengdo da fragdo geratriz, ou seja, da fragdo que gera uma dizima
periddica, hd algumas dicas denotadas nos casos a seguir:

1.° Caso: Quando a dizima periddica simples possuir parte inteira nula,
procede-se da seguinte maneira: No denominador da fragio geratriz coloca-se o
namero 9, se o periodo possuir um algarismo; 99, se possuir dois algarismos; 999 se
possuir trés algarismos, e assim por diante. J4 o numerador serd o préprio periodo.
Veja alguns exemplos:

Ex.: a) 0,?=0,77777...=% Note que o periodo (7) possui apenas um

algarismo.

b) 0,2_520,25252525...25 Observe que o periodo (25) possui dois

algarismos.

<) 0,E=0,451451451,,,=% Veja que o periodo (451) possui trés

algarismos.

2.2 Caso: Se houver n zeros antes do periodo, acrescentam-se n zeros nos
tltimos n algarismos do denominador. Observe dois exemplos:

Ex.: a) 0,0001_3 =0,00013131313...= L Note que antes do periodo (13) hd
99000

trés zeros. Assim, apds aplicar o 1.© Caso, acrescentam-se trés zeros no
denominador.
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b) 0,05 =0,05555...:% Veja que antes do periodo (5) hd um zero. Logo, apés
aplicar o 1.° Caso, acrescenta-se um zero no denominador.

3.0 Caso: Existem dizimas em que se pode decompor a parte periddica e a
nao-periédica. Apds separi-las por meio de uma adigdo, aplica-se 0 1.° e ou o 2°
Caso para obter a fragio geratriz da parte periddica. Observe o seguinte exemplo:

Ex.:
Aplica-se
parte o 2.°Caso.
) nao-periddica  pare perdica 13 ",'7“ 117+7 124 62
) 137=137777...= 13 +00777..== + - = “90 45
Decompde-se a dizima periddica.

Aplica-se

parte o 1.°Caso.
~ né&ps&iédica parte periédica 6 36+6 42 14
b) 4,6=4,6666...= 4 +0666... =4 + o =— —=-r=—

Decompde-se a dizima periddica.

Observacio: Para ‘justificar’ tais dicas, tomemos o exemplo a) do 1.° caso. Seja a
dizima periédica 0,77777.... Considera-se, inicialmente, x=0,77777....
Multiplicam-se, ambos os membros da igualdade, por 10, ficando:
10x =7,77777.... Subtraindo-se esta ltima equagio da primeira, tem-se:

Para saber se a equaco inicial deverd ser

10 = 7,77777... imultiplicada por 10 (100, 1000, ou outra

- x = 0,/77777... : poténcia de 10) observa-se a quantidade de
Ox — 7 i algarismos que compée o periodo da dizima

7 i periédica. Por exemplo, supondo que o periodo

x = y ' possua 2 algarismos, a equacgio deverd ser

multiplicada por 100.

De maneira andloga, ¢ possivel justificar as demais dicas denotadas no 2.0 e
3.0 casos.

CONJUNTO DOS NUMEROS IRRACIONAIS

O conjunto dos Numeros Irracionais é composto por nimeros cuja
representagio decimal ¢ infinita e nao periddica. Por exemplo, o valor aproximado

de \/E ¢ 1,4142135623730950488016887242. O mesmo ocorre com as
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constantes “pi” 7 =3,141592653..., de Euler e =2,718281828459045... ¢
mais infinitos nimeros.

Assim, definem-se, também, nimeros irracionais como aqueles que nio

. a "
podem ser escritos na razio —,sendo a€Ze beZ.

CONJUNTO DOS NUMEROS REAIS (R)

O conjunto dos Numeros Reais engloba todos os conjuntos estudados
anteriormente. Logo, tal conjunto é formado pela unido do conjunto dos niimeros
racionais e dos irracionais.

A figura seguinte auxilia na visualizagio dos conjuntos numéricos
abordados e as relagoes de inclusdo entre eles:

R

NG

L=}

| =
g
|
%)
|
e

~1 |
|
=l

NcZcQcR, c—(Lé-se: estd contido.)

H4 ainda um conjunto numérico que contém o conjunto dos Ndmeros
Reais. A esse conjunto dd-se o nome de conjunto dos Nimeros Complexos (C). O
mesmo serd abordado posteriormente.

RAZOES E PROPORCOES

Numa viagem, quando aceleramos o carro, ou seja, aumentamos sua
velocidade, diminuimos o tempo de percurso. Esse é um principio bdsico da
Cinemdtica, envolvendo trés grandezas: espago, tempo e velocidade. No exemplo, o
espago se mantém constante, enquanto a velocidade aumenta. Em decorréncia
desse incremento, o tempo de percurso diminui. Dizemos, entdo, que velocidade e
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tempo sdo grandezas inversamente proporcionais. Ao contrdrio, se a velocidade
fosse mantida, quanto mais tempo fosse decorrido, mais espago seria percorrido.
Dessa monta, observa-se que espago e tempo sio grandezas diretamente
proporcionais. Ainda uma terceira situacio pode ser verificada: numa determinada
quantidade fixa de tempo, se aumentarmos a velocidade do carro, percorreremos
mais espago, ou seja, espaco e velocidade sao diretamente proporcionais.

Matematicamente, se (a; b; C) ¢ diretamente proporcional a
(d; e, f),entéo:

Q ¢ a+b+c

a arore

d e f d+e+f

Em contrapartida, se forem inversamente proporcionais, tem-se que:
a-d=b-e=c-f

Podem-se relacionar diversas grandezas entre si, desde que seja explicitada a
relagao de proporcionalidade entre elas. Observe a resolugao dos exemplos a seguir:

Exemplo 1 (ENEM — 2012): A resisténcia mecanica S de uma viga de
madeira, em forma de um paralelepipedo retingulo, ¢ diretamente proporcional a

sua largura (b) e a0 quadrado de sua altura (d ) e inversamente proporcional ao
quadrado da distdncia entre os suportes da viga, que coincide com o seu
comprimento (X) , conforme ilustra a figura. A constante de proporcionalidade k ¢

chamada de resisténcia da viga.

A expressao que traduz a resisténcia S dessa viga de madeira é

a) b) c) d) e)
h.d? k-b-d bh.d? B LhE.

szu s=Kod g kbd g kbd oo kb2d
X X X X 2x
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Resolugio: Sendo S diretamente proporcional a (b) ea (d 2), isolando-
se S A direita da equacdo, deve-se dispor essas grandezas no numerador,
devidamente multiplicadas pela constante de proporcionalidade. O quadrado da

. . . 2y, .
distdncia entre os suportes da viga, representado por (x ), ¢ inversamente

proporcional a S, e deve ser colocado no denominador.

Resposta: A alternativa correta é a letra a.

Exemplo 2 (ENEM — 2013): Para se construir um contrapiso, é comum,
na constituigiao do concreto, se utilizar cimento, areia e brita, na seguinte
propor¢do: 1 parte de cimento, 4 partes de areia e 2 partes de brita. Para construir o
contrapiso de uma garagem, uma construtora encomendou um caminhao betoneira
com 14 m® de concreto. Qual é o volume de cimento, em m>, na carga de
concreto trazido pela betoneira?

a) 1,75 b) 2,00 c) 2,33 d) 4,00 e) 8,00

Resolugio: Uma resolugio cléssica observada em livros diddticos consiste
em atribuir uma denominagio a cada uma das quantidades de cada grandeza (c
para cimento, a para areia e b para brita), e sistematizar suas relagoes:

E_g_é_c+a+b_&_
1 4 2 1+4+2 7

C
Basta, agora, calcular o valor de ¢ T =2=c=2

No entanto, parece mais simples assumir valores proporcionais de cada
grandeza de forma mais direta a cada um dos numerais apresentados e a uma
constante de proporcionalidade x, a saber:

Cimento: x Areia: 4x Brita: 2x
Assim, deduz-se que x +4x+2x=14=7x=14 = x=2.

Resposta: A alternativa correta é a letra b.

Discorrer  sobre proporcionalidade implica mencionar um dos
procedimentos mais usuais de cdlculo, nio sé6 na Matemdtica, mas, sobretudo, no
mundo real, no cotidiano das mais diversas profissoes. Tal procedimento recebe o
nome de regra de trés (simples ou composta). A regra de trés simples consiste
num método prdtico para resolver problemas envolvendo duas grandezas direta ou
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inversamente proporcionais. J4 a regra de trés composta envolve trés ou mais
grandezas direta ou inversamente proporcionais. Nos dois exemplos seguintes tal
método ¢ utilizado:

Exemplo 1 (ENEM — 2013): Um dos grandes problemas enfrentados nas
rodovias brasileiras é o excesso de carga transportada pelos caminhdes.
Dimensionado para o trifego dentro dos limites legais de carga, o piso das estradas
se deteriora com o peso excessivo dos caminhdes. Além disso, o excesso de carga
interfere na capacidade de frenagem e no funcionamento da suspensao do veiculo,
causas frequentes de acidentes. Ciente dessa responsabilidade e com base na
experiéncia adquirida com pesagens, um caminhoneiro sabe que seu caminhio
pode carregar, no méximo, 1500 telhas ou 1200 tijolos. Considerando esse
caminhdo carregado com 900 telhas, quantos tijolos, no mdximo, podem ser
acrescentados a carga, de modo a nao ultrapassar a carga maxima do caminhao?

a) 300 tijolos  b) 360 tijolos  ¢) 400 tijolos  d) 480 tijolos  ¢) 600 tijolos

Resolugio: De acordo com o enunciado, 1500 telhas equivalem a 1200
tijolos, que é a capacidade méxima do caminhao. Como o veiculo jé foi carregado
com 900 telhas, ainda seria possivel colocar 1500 —900 =600 telhas. Basta
agora determinar quantos tijolos equivalem a essa quantidade de telhas, langando
méo de uma regra de trés simples envolvendo as grandezas telhas e de tijolos:

telhas tijolos
1500 — 1200 :@: 1200 =1500-x=600-1200 = x =480 tijolos
600 —  x b

Note que a rela¢io entre a quantidade de telhas e a quantidade de tijolos é
diretamente proporcional, pois, diminuindo a quantidade de telhas diminuird a
quantidade de tijolos.

Resposta: A alternativa correta ¢ a letra d.

Exemplo 2 (FUVEST): Uma familia composta de 6 pessoas consome em
2 dias 3 kg de pao. Quantos quilos de pao seriao necessdrios para alimentd-la
durante 5 dias, estando ausentes 2 pessoas?

Resolugio: Na resolugio deste problema utilizar-se-4 a regra de trés
composta envolvendo trés grandezas (ndmero de pessoas, dias e kg de pao
consumidos) denotadas no esquema a seguir:
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n.° de pessoas dias kg (p&o)
6 2 3
4 5 y

Analisando a proporcionalidade entre as grandezas, temos que:

i) A relagio entre o numero de dias e a quantidade de pao consumida ¢
diretamente proporcional, pois, aumentando o numero de dias aumentard a
quantidade de pao consumida.

o~

ii) A relagdo entre o nimero de pessoas e a quantidade de pao consumida
diretamente proporcional, pois, diminuindo o nimero de pessoas diminuird a
quantidade de pao consumida.

3 62 3 12
Assim: —=—-—=>—=—=12-y=60=>y=5
y 45 y 20
Resposta: Serdo necessdrios 5 kg de pao para alimentar 4 pessoas durante 5
dias.
PORCENTAGEM

Define-se porcentagem como sendo uma fra¢io cujo denominador ¢ igual
a 100. Utiliza-se o simbolo % para representar a porcentagem, cujo valor numérico
pode ser expresso em forma de fragio ou nimero decimal. Observe os seguintes
exemplos:

D 47% =L 047 Tny10%=-2 L o1 to1m=——001
100 | 100 10 | 100

Via de regra, a porcentagem ¢ calculada langando-se mio de uma regra de
trés. Observe alguns exemplos:

Exemplo 1: Calcule 30% de 75.

Resolugio: Em porcentagem, a preposicio “de” pode ser substituida pela
multiplica¢io. Assim:
30
30% de 75=ﬁ-75=0,3~75=22,5

Resposta: 30% de 75 resulta em 22,5.
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Exemplo 2: 28 equivale a qual percentual num total de 80?

Resolugio: O nimero 28, num total de 80, pode ser representado por

meio da fragio 20 =0,35. Lembrando que porcentagem equivale a uma fragio

35

com denominador igual a 100, entio, 0,35 = ﬁ =35% .

Resposta: O nimero 28, num total de 80, equivale a 35%.

Exemplo 3 (ENEM — 2014): Uma organizagio nio governamental
divulgou um levantamento de dados realizado em algumas cidades brasileiras sobre
saneamento bdsico. Os resultados indicam que somente 36% do esgoto gerado
nessas cidades ¢ tratado, o que mostra que 8 bilhdes de litros de esgoto sem
nenhum tratamento sio lancados todos os dias nas dguas. Uma campanha para
melhorar o saneamento bdsico nessas cidades tem como meta a reducio da
quantidade de esgoto lancado nas dguas diariamente, sem tratamento, para 4
bilhées de litros nos préximos meses. Se o volume de esgoto gerado permanecer o
mesmo e a meta dessa campanha se concretizar, o percentual de esgoto tratado

passard a ser

a) 72% b) 68% c) 64% d) 54% e) 18%

Resolugio: Se 36% do volume total didrio de esgoto ¢ tratado, entao, 64%
nio sio tratados, o que equivale a 8 bilhées de litros. Considerando x como sendo
o volume total, por meio da regra de trés simples envolvendo duas grandezas
diretamente proporcionais, temos:

volume de esgosto (em bilhdes de litros) % (esgoto)
8 - 64 =
X - 100

N 3 _ 64 800

=—=x-64=8:100= x=—— = x =12,5 bilhodes de litros
x 100 64

Considerando-se constante o volume de esgoto gerado (12,5 bilhées de
litros) e sabendo que 4 bilhdes de litros continuardo a ser langados na dgua sem
tratamento, entao, para determinar a quantidade de esgoto que serd tratado utiliza-
se a operagio 12,5—4 =285 bilhdes de litros. Para obter o percentual de

esgoto tratado, pode-se utilizar a seguinte relagio:
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85 _ 0,68 = 08 _ 68%
12,5 100

Assim, o percentual de esgoto a ser tratado serd de 68%.

Resposta: A alternativa correta é a letra b.

AUMENTO E DESCONTO PERCENTUAL

Para compreender melhor o conceito de aumento e desconto percentual, é
necessdrio entender o coeficiente de multiplicagio. Para tal, introduziremos alguns
exemplos.

Exemplo 1: Se o valor inicial de uma mercadoria é x, e sobre esse valor
incide um aumento de 27%, qual o valor final da mercadoria?

Resolugio: Consideremos x+0,27-x=1,27-x. Note que o fator
27%

multiplicativo (1,27) ¢ calculado por meio da soma 1+0,27. Assim, se o

T . p
aumento for de p%, o fator multiplicativo serd 1 +——.

100
O mesmo ocorre com os descontos, no entanto, subtrai-se a porcentagem
. 1 P
do valor inicial, ficando 1 ———.
100

Exemplo 2: Se o valor inicial de uma mercadoria é x, e sobre esse valor
incide um desconto de 27%, restard quanto do valor inicial?

Resolugio: Considerando x como sendo o valor inicial, e aplicando um
desconto de 27% sobre este valor, ter-se-4 o seguinte:

x—027-x=0,73-x

Note que restardo 73% do valor original, jd que se descontaram 27% de
100%.

Exemplo 3 (ENEM — 2013): Para aumentar as vendas no inicio do ano,
uma loja de departamentos remarcou os pregos de seus produtos 20% abaixo do
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preco original. Quando chegam ao caixa, os clientes que possuem o cartiao
fidelidade da loja tém direito a um desconto adicional de 10% sobre o valor total
de suas compras. Um cliente deseja comprar um produto que custava R$ 50,00
antes da remarcagdo de precos. Ele ndo possui o cartao fidelidade da loja. Caso esse
cliente possuisse o cartdo fidelidade da loja, a economia adicional que obteria ao
efetuar a compra, em reais, seria de

a) 15,00. b) 14,00. 0) 10,00. d) 5,00. ¢) 4,00.
Resolugio: Como o produto custava R$ 50,00 e houve remarcagio,
gerando desconto de 20%, seu preco passou a ser 0,8-50,00 =40,00 reais. Se

possuisse o cartao fidelidade da loja, receberia 10% de desconto sobre esse valor, ou

seja, 0,1-40,00=4,00 reais .

Resposta: A alternativa correta é a letra e.

JUROS SIMPLES

A partir de um capital inicial C, pode-se incidir um percentual de aumento
sobre esse valor, durante um periodo de tempo n. Isso configura uma Progressao
Aritmética, cuja razdo nada mais é do que o produto desse capital pela taxa de juros
i. Apés esse periodo, pode-se resgatar ou quitar a importincia final, denominada
montante M. O rendimento (ou juros) j de um empréstimo ou aplicagao financeira
¢ a diferenca entre o montante e o capital inicial.

J=C-i-n (1.al equagﬁo)
M=C+J (2.al equagﬁo)
Substituindo a 1.2 equagdo na 22, temos:
M=C+(C-i-n)=C-(1+i-n)

Utilizando tal expressio ¢é possivel solucionar indmeros problemas
matemdticos. A seguir constam dois exemplos:

Exemplo 1: Determine o rendimento recebido pela aplicagio de
R$ 2.000,00, a uma taxa de juros simples de 12% ao ano, por um periodo de 3
anos.

Resolugio: No quadro seguinte, apresenta-se o rendimento obtido ano a
ano, bem como o montante e o total de juros apds os 3 anos de aplicagao do capital
inicial (R$ 2000,00) a uma taxa de juros simples de 0,12 ao ano:
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Ano Juros (R$)
1 0,12-2000,00 = 240,00
2 0,12-2000,00 = 240,00
0,12-2000,00 = 240,00

Total = 720,00

E possivel, também, determinar o rendimento recebido através da seguinte

€xpressao:
J=C-i-n=2000,00-0,12-3="720,00

Resposta: O rendimento serd de R$ 720,00.

Exemplo 2 (ESAF): Uma certa importincia foi aplicada a juros simples de
48% a.a., durante 60 dias. Findo o prazo, o montante apurado foi reaplicado por
mais 120 dias, a uma taxa de 60% a.a., mantendo-se o mesmo regime de
capitalizagio. Admitindo-se que o tltimo montante foi de R$ 207,36, qual foi o
capital inicial da primeira operagao?
) R$ 200,00 b) R$ 180,00 o) R$ 160,00 d)R$ 150,00 e) R$ 144,00

Resolugio: Seja y a importncia inicial (capital inicial — C ). Este capital
foi aplicado, considerando-se juros simples, a um percentual de 48% ao ano,
durante o periodo de 60 dias. Antes de realizar o primeiro cilculo utilizando-se a
expressio M = C(l +1- n), é necessdrio que o perfodo e a taxa percentual estejam

na mesma unidade de tempo. Para tanto, divide-se a taxa por 12 e o periodo por

30, ficando:

48% aa. _ 4% am. ; 60 dias

12 5 30

Substituindo-se tais valores na referida expressao, temos:

M=C-(1+i-n)=>M=y-(1+0,04-2)= M = y-(1,08)

=72 meses

Conforme o enunciado, o montante obtido (M = 1,08y) foi reaplicado,
considerando-se juros simples, a um percentual de 60% ao ano, durante o periodo
de 120 dias. Novamente, deve-se igualar a unidade de tempo do periodo e da taxa
percentual, ficando:

60% a.a. | 120 dias

=5% am.

| =4 meses
12 ; 30
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Utilizando o montante obtido como o ‘novo’ capital inicial, e substituindo
os valores acima na expressio M = C(l +i- n), temos:
M =1,08y(1+0,05-4)= M =1,08y(1,2) = M =1,296y
Sabendo que o ultimo montante foi de R$ 207,36, temos:
207,36 =1,296y = y =160,00
Logo, o capital inicial foi de R$ 160,00.

Resposta: A alternativa correta é a letra c.

JUROS COMPOSTOS

No regime de juros compostos, a taxa de juros incide sobre o capital
vigente no perl’odo de tempo correspondente, ou seja, dia a dia, més a més, ano a
ano etc., sempre sobre o montante naquele momento. E o que se denomina juros
sobre juros, que se configura em uma Progressio Geométrica.

M =C-(1+i)

Observe que é possivel calcular o montante multiplicando-se o capital
inicial pelo coeficiente de multiplicagao elevado ao periodo de tempo.

Utilizando a referida expressao é possivel solucionar inimeros problemas

matemadticos. A seguir constam dois exemplos:

Exemplo 1: Determine o rendimento recebido pela aplicagio de R$
2.000,00, a uma taxa de juros compostos de 12% ao ano, por um periodo de 3

anos.

Resolugio: No quadro seguinte, apresenta-se o rendimento obtido ano a
ano, bem como o montante ¢ o total de juros apds os 3 anos de aplicagio do capital
inicial (R$ 2000,00) a uma taxa de juros compostos de 0,12 ao ano:

Ano Montante (R$) Juros (R$)
0 2000,00
1 2000,00 + 240,00 = 2240,00 0,12-2000,00 =240,00
2 2240,00+ 268,80 = 2508,80 0,12-2240,00 =268,80
3 2508,80+ 301,06 = 2809,86 0,12-2508,80 = 301,06
Total de Juros =809,86
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Tal célculo pode ser efetuado a partir da expressio esbogada anteriormente:
M =2000,00-(1+0,12)° =2000,00-(1,12)’ =2000,00-1,404928 = 2809,86
Sabendo-se que M = C + J , entdo, o rendimento (juros) serd:

M =C+J = 2089,86 = 2000,00 + J = 2809,86 —2000,00 = J = J = 809,86
Resposta: O rendimento serd de R$ 809,86.

No exemplo abaixo, a resposta é dada pela soma dos nimeros que
identificam as alternativas corretas.

Exemplo 2 (UFBA): Um aparelho eletrodoméstico estd & venda pelo
preco de R$ 300,00, numa loja que oferece as seguintes op¢oes de pagamento:

Plano A: i vista, com 5% de desconto;
Plano B: pagamento no prazo de um més, sem desconto nem acréscimos
Plano C: pagamento no prazo de dois meses, com juro composto de 5% a.m.

Uma segunda loja vende o mesmo aparelho por um preco 5% mais caro
que a anterior, mas oferece um desconto de 10% a vista.

Com base nessas informagdes, é correto afirmar que, se um cliente:
(01) optar pelo plano B, pagard 5% a mais que o outro que optar pelo plano A.
(02) preferir o pagamento 2 vista, serd mais vantajoso comprar na segunda loja.
(04) optar pelo plano C, pagard um valor maior que R$ 330,50.

(08) aplicar, no dia da compra, a uma taxa de 7% a.m., considerando juros
compostos, o dinheiro que usaria para o pagamento 2 vista no plano A, apés dois
meses terd o suficiente para o pagamento do valor correspondente ao plano C.

(16) comprar dois aparelhos a vista, um em cada loja, a média dos precos dos
aparelhos serd inferior a R$ 285,00.

Resolugio:  Inicialmente, calculemos os precos do  aparelho
eletrodoméstico considerando os planos de pagamento das duas lojas. Na primeira
loja, observamos os seguintes:

Plano A (4 vista, com 5% de desconto): 300,00-0,95 = 285,00
Plano B (apés um més): 300,00

Pro-Reitoria de Extensdo — PROEX



71

Plano C (pagamento no prazo de 2 meses, com juro composto de 5% a.m.):
Utilizando a expressio estudada, temos:

M =300,00-(1+0,05)* =300,00-(1,05)* = 300,00-1,1025 = 330,75

Na segunda loja, 0 mesmo aparelho custa 5% a mais em comparacio ao
preco  da  primeira  loja, logo, o seu preco de venda ¢
300,00+ 300,00-0,05=315,00. Por oferecer um desconto de 10% no
pagamento 2 vista, o cliente pagard 315,00-0,90 = 283,50.

Em sintese, o quadro a seguir denota os precos do aparelho
eletrodoméstico considerando os planos de pagamento das duas lojas:

Loja Preco (R$)
Plano A 285,00
A | Plano B 300,00
Plano C 330,75
B 283,50

Mediante tais pregos, ¢ possivel verificar cada uma das op¢oes enumeradas
de modo a identificar as corretas.

300
A opgao (01) é falsa, pois, 285 =1,0526. Assim, o prego a ser pago pelo
cliente sera de, aproximadamente, 5,26%, e ndo 5% como propde o enunciado.
A opcio (02) ¢ verdadeira, pois é o menor valor entre os precos calculados.

A opgao (04) é verdadeira, pois o preco — conforme o Plano C — serd de

330,75.

A opgio (08) ¢ falsa, pois o montante obtido é menor se comparado ao
preco do Plano C. Observe o célculo:

M =285,00-(1+0,07) =285,00-(1,07)" = 285,00-1,1449 = 326,30

285,00 + 283,50
A opgao (16) é verdadeira, pois 9 = 284,25 ¢ inferior a

R$ 285,00.
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Resposta: Logo, somando-se os valores das opgoes corretas, temos:

24+4+16=22.

Nio se esqueca de resolver os exercicios, referentes a este capitulo, que se
encontram no Caderno de Exercicios disponibilizado na pdgina da web.
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3 PROGRESSAO ARITMETICA E GEOMETRICA

PROGRESSAO ARITMETICA (PA)

Sequéncia é um conjunto ordenado de nimeros. Progressao Aritmética é
toda sequéncia numérica na qual a diferenca entre cada termo (a partir do segundo)
e o termo anterior é constante e se denomina razio (r). Se a razdo for positiva
(r > O), diz-se que a PA ¢é crescente; se for negativa (r >O) sera decrescente e, para

uma razdo nula (r=0), a PA serd constante. Observe os seguintes exemplos:

y

a) (3, 7, 11, 15, ) r=4 Crescente
b) (10, 8, 6, 4, ) r=-2 Decrescente
c) (7, 1,7, 7, ) r=0 Constante

Seja @, o primeiro termo e d, o enésimo termo de uma PA de razio r.

Pode-se definir a férmula do termo geral como:

a, =a, +(n—1)-r

Exemplo 1: Supondo que o primeiro termo de uma PA, de razio 4, seja 5,
entdo, qual serd o seu vigésimo termo?

Resolugao: Para determinar o vigésimo termo desta PA utiliza-se a
expressao do termo geral:

ay,=a,+(20-1)-r=a,,=a,+19-r=a,,=5+19-4=a,, =5+76=81

Resposta: O vigésimo termo da referida PA ¢é 81.

E possivel, também, relacionar dois termos quaisquer de uma PA. Para
tanto, basta que o médulo da diferenca entre seus indices seja igual ao coeficiente

der.
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Coeficiente
de r.

Ex.: as=a,+ (T?) -r

[15-3]=12 4—*

Sabe-se, ainda, que qualquer termo de uma PA ¢ a média de seus termos
adjacentes, ou seja, dada a PA (g, b, c), entio:

p_ate E
2 |

Tal propriedade é conhecida como propriedade

do termo do meio.

Note que, sendo (a, b, c) uma PA, entio, b=a+r e
c=b+r=c=a+r+r=a+2r. Substituindo tais valores na expressio
anterior, temos:

c
—

b
at+tc —— a+a+2r 2a+2r
b=——=atr=————=atr="——"—=atr=atr

Exemplo 2: Observe a sequéncia seguinte:
-3, x, 7
Sabendo que tal sequéncia é uma PA, ento, qual é o valor de x?

Resolugio: Por se tratar de uma PA, o termo x é a média dos termos

adjacentes (—3 e 7). Assim:

x:ﬂ:fzz
2 2

Resposta: Logo, o valor de x é 2.

Também se observa a propriedade dos termos equidistantes, na qual a
soma de dois termos equidistantes dos extremos ¢ igual 2 soma dos extremos. Por

exemplo, consideremos a PA finita (al, a,, ..., a, |, an). Segundo tal

propriedade, a seguinte igualdade ¢ vélida:
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a,+a,, = a+a,=(a+r)+(a, -r)=a +a, =a +a,=aqa, +a,
(S — (R

Soma dostermos Soma dos a, a,

equidistartes extremos.

dos extremos.
Em relagio & soma dos termos de uma PA utiliza-se a seguinte expressao:

(a1 +an)-n a, é o primeiro termo;

S, = 3 , onde a, € o enésimo termo e

n indica o numero de termos da PA.

Veja, a seguir, a resolu¢do de uma questdo de vestibular na qual se faz uso
da propriedade do termo do meio e da soma dos termos de uma PA:

Exemplo 3 (FUVEST — 2012): Considere uma progressio aritmética
cujos trés primeiros termos sao dados por:

2
a =1+x, a,=6x, a;=2x"+4,
em que x é um ntimero real.

a) Determine os possiveis valores de x.

b) Calcule a soma dos 100 primeiros termos da progressio aritmética
correspondente ao menor valor de x encontrado no item a).

Resolugao: a) Utilizando a propriedade do termo do meio, temos que:

a a3

— 2 a
—=
W:m:lmuﬁwzlzx: 2x =11x+5=0

Para determinar as raizes da equagio do 2.° grau utiliza-se a férmula de
Bhiskara. Primeiro, calcula-se o discriminante:

A=(-11f-4-2-5=121-40=81

Em seguida, calculam-se as raizes da equagao:
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11+9 20 5
—(~11)£+/81 T4 4 1 . 3
= = =5 e — sfo as raizes da equacdo.
2-2 11-9 2 1 2
x2:—:—:—
4 4 2

b) O menor valor de x, encontrado em a), ¢ 5 . Assim, o primeiro termo

daPA¢ g, =1+x=1+0,5=15. Seu segundo termo ¢ a, =6x=6-0,5=3.
Deste modo, a razao serd ¥ =a, —a, = 3-1,5=1,5. Para calcular a soma dos 100
primeiros termos desta PA (S 100) , é necessario, primeiro, calcular o seu centésimo
termo:
Aoo=0,+99-r=a,,,=1,5+99-1.5=a,,, =150

Utilizando a expressao da soma dos termos de uma PA, temos:

5, - (@, +a,) 1 s, = (1,5+1zo)-100

: = 8,00 =7575

Respostas: a) Os possiveis valores de x sao 5 ou — .

b) A soma dos 100 primeiros termos da PA, considerando-se o menor
valor para x, ¢ 7.575.

PROGRESSAO GEOMETRICA (PG)

Progressio Geométrica ¢ toda sequéncia numérica cuja razdo (quociente)
entre cada termo (a partir do segundo) pelo termo anterior é constante e se
denomina razio (q). Em relagio aos tipos de PG, dependendo da razio q,
observam-se as seguintes classificacoes:

1.2) Crescente: A PG ¢ crescente quando g >1 e os termos sio positivos ou

quando 0 < g <1 e os termos sio negativos. Veja os exemplos:
a) (2, 6, 18, 54, ), na qual ¢ =3.

b) (—8, -4, -2, -1, ...),com q=%.
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2.2) Decrescente: A PG ¢é decrescente quando 0 < g <1 e os termos sio positivos

ou quando g >1 e os termos sdo negativos. Observe os exemplos:

a) (8, 4, 2,1, ...),emque q=%.

b) (-3, =9, =27, =81, ...), na qual ¢ =3.

3.2) Constante: A PG é constante quando g =1. Por exemplo:

) (7,7,7,7,...), com g =1.

4.2) Alternante ou Oscilante: A PG é alternante quando g < 0. Por exemplo:
2) (-2, 6, —18, 54, ...), na qual g =-3.

5.2) Singular ou Estaciondria: A PG ¢ singular quando ¢ = 0. Por exemplo:

2 (9,0,0,0,...), com g=0.

Para determinar o enésimo termo @, de uma PG de razio q e primeiro
termo A, , basta utilizar a expressao do termo geral, denotada a seguir:

n-1

an :al.q

Exemplo 1: Supondo que o sétimo termo de uma PG, de razio 2, seja
128, entao, qual serd o primeiro termo?

Resolugio: Para determinar o primeiro termo desta PG utiliza-se a
expressio do termo geral:

a,=a-q" :>128=a1-26:>128=a1-642a1=%:>a1=2

Resposta: O primeiro termo da referida PG é 2.

De modo semelhante ao observado na PA, dois termos quaisquer de uma
PG podem ser relacionados entre si:

_ 12
Ex.: as5=a;-q
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Em relacio ao termo do meio de uma PG (a, b, C), observa-se a seguinte
expressao:
b*=a-c
Observe que, sendo (a, b, C) uma PG, entio, b=a-q e

2 o . . .
c=b-g=>c= (a . q)- g =a-q" Substituindo tais valores na expressao anterior,

temos:

b\ ¢
—r— ——

b’=a-c=|a-q| =a-la-q¢ |=ad ¢ =a"-¢°

Exemplo 2: Em uma PG crescente, o 3.° termo é —15 e o 5.° termo ¢

——. Qual serd o valor do 4.° termo? E, qual serd o valor da razio ¢?

Resolugio: Sabendo-se que a; =—15 e a5 = 3 utilizando a expressao

do termo do meio de uma PG ¢ possivel determinar o valor de @, . Observe:
5
(@) =a,-a, = (a, :_15(_5) (0] =252 a, = 4425 = 4, = £5

Note que, por ser uma PG crescente, desconsidera-se o valor positivo de

a, obtido. Assim, a, = -5.

Para calcular a razio ¢, basta dividir o 4.° termo pelo 3.0

T
a, -15 3’
1
Resposta: O 4.° termo da referida PG é —5 e a razao ¢ 3

Assim como se verificou na PA, em uma PG finita, o produto de dois
termos equidistantes dos extremos ¢ igual ao produto dos extremos. Por exemplo,

consideremos a PG finita (a,, a,, ..., a, |, an). Segundo tal propriedade, a

seguinte igualdade ¢ valida:
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a
= . . L = . . = .
a-a,, = a-a, = (a1 Q) =a-a,=4a-a,=a-4a,
(S — —
Produto dos termos Produto dos a, . ;
equidistartes dos extremos. a,

extremos.

Da expressao anterior, deduz-se que o produto P, dos n primeiros termos

de uma PG pode ser expresso por:

|Pn|: (al'an)n
Por exemplo, consideremos a PG finita (2, 4, 8, 16). Aplicando tal
propriedade, temos:
P|=V(2-16)' =|P|=1(32)' =|P|=32" =|P|=1024

Verificando: P, =a,-a,-a,-a, = P,=2-4-8-16 = P, =1024

Sabe-se, também, que para calcular a soma dos n primeiros termos de uma

PG finita, de razao g # 1, utiliza-se a seguinte expressio:

Tal férmula pode, também, ser expressa como:

Sn=a1-q -1
| q-1

Agora, para calcular a soma dos termos de uma PG infinita (ou
convergente), faz-se uso da seguinte expressao:

S =% onde -1<g<l1
l-¢

Observe a resolu¢do de um problema na qual se utilizam alguns dos
conceitos envolvendo uma PG:
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Exemplo 3 (FUVEST — 2009): A soma dos cinco primeiros termos de
uma PG, de razio negativa, ¢ — . Além disso, a diferenga entre o sétimo termo e o

segundo termo da PG é igual a 3. Nessas condigoes, determine:

a) A razao da PG.
b) A soma dos trés primeiros termos da PG.

Resolugio: a) De acordo com o enunciado, sabe-se que:

1
SS:E, g<0ea,—a,=3

n 5 5
S :al-q _1:>SSzal-q—_lzl:al-q—_ll:lal-(qs—l):q—l (I)
q-

a,—a, :3:>al-q6—a1-q:3:>al-q-(q5—1):3 1D

Dividindo-se (I) por (II), obtém-se:
2-a,-\g-1) q-1_2 g-1
q, (qs ) _4 —~4_ q

a-q-(-1) 3 ¢

Para determinar as raizes da equagao do 2.° grau (q2 —q—6= O) utiliza-

se a férmula de Bhdskara. Primeiro, calcula-se o discriminante:
A=(=1F -4-1-(-6)=1+24=25

Em seguida, calculam-se as raizes da equagao:

=q¢ -q=6=>q"-q-6=0

g _1+5_6_3
—(=1)+ 17y Ty T
QZM: 2 2 =3 e —2 sfo as raizes da equagfo.
2-1 _1—5_—74__2
q, B B

Como g <0, entio g=-2.

b) Sabendo-se que a razdo é —2, é possivel obter o primeiro termo da PG

substituindo tal valor na expressao (II):
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a,-q-(¢-1)=3=a-(-2)-(-2°-1)=3=4,-66=3=q, =%

Utilizando a expressio da soma dos termos de uma PG finita, temos que:

1-¢" 1 1-(-2) 1 1-(- 11
Sn:al' 4q 2:_'M:>S";:_'ﬂ:>83=_'ﬁ:>
1-g P22 1-(-2) T 22 1+2 22 3
:S3:i.2:$3:i.3:$3:i
22 3 22 22

Respostas: a) A razio da PG é —2.

b) A soma dos trés primeiros termos da PG é —.

Nao se esqueca de resolver os exercicios, referentes a este capitulo, que se
encontram no Caderno de Exercicios disponibilizado na pdgina da web.
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4 FUNCOES

As primeiras ideias relacionadas ao conceito de fungio matemdtica
comegam a aparecer no século XVII, a partir da necessidade de observar e descrever
matematicamente fendmenos e leis da natureza, buscando explicagdo para eles.

Cientistas como Galileu Galilei' e Isaac  Newton?, por exemplo,
trabalharam com nogdes de lei e dependéncia, as quais estao fortemente ligadas ao
conceito de fungio. Esse contetido é importante nio apenas aos interesses da
Matemdtica, mas também tem sido utilizado em outras ciéncias, como a Fisica, a
Quimica, a Biologia, entre outras.

Iniciaremos o estudo das fungbes matemdticas pensando na seguinte
situagao:

Situagio problema: Uma empresa de telefonia mével oferece um plano
por R$ 60,00 por més, no qual o cliente terd direito a 50 minutos em ligagoes

locais. Apds os 50 minutos, é cobrada uma tarifa de R$ 1,50/minuto excedido.
Sendo assim:

a) Um cliente que fizer adesdo a esse plano pagaria quanto, se utilizasse 40
minutos em ligages locais?

b) E se utilizasse 56 minutos, qual seria o valor pago?

¢) O valor pago depende do tempo das ligagoes efetuadas?

d) H4 uma forma de representar o valor pago pelo cliente em relagio aos
minutos utilizados mensalmente? Como seria?

Essa situagio nos d4 um exemplo de uma fun¢io matemdrtica: hd uma
dependéncia entre o valor pago pelo cliente e o tempo empregado nas ligagoes.

O termo fungio passou por virias evolugdes, no decorrer da Histéria da
Matemdtica. Esse termo foi utilizado pela primeira vez por volta de 1694, por
Gottfried Wilhelm Leibniz®, para expressar quantidades associadas a uma curva.
Atualmente, a defini¢do mais adotada para fungio é a do grupo Bourboki®.

! Saiba mais em: http://educacao.uol.com.br/biografias/galileu-galilei.htm

* Visite: http://www.suapesquisa.com/biografias/isaacnewton/

? Veja mais: heep://www.somatematica.com.br/biograf/leibniz.php

# Mais sobre: http://publicacoes.unigranrio.edu.br/index.php/recm/article/view/1865/1085
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No movimento Matemdtica Moderna, proposto por esse grupo, férmulas
matemdticas foram desenvolvidas e usadas para associar padroes, realizar previsdes
em diversas dreas do conhecimento, nio apenas na Matemdtica.

Para definir fun¢ées, vamos definir anteriormente outros conceitos.

Produto Cartesiano: Dados os conjuntos A e B, nio vazios, o produto

cartesiano de A em B, denotado por AX B, ¢ o conjunto de todos os pares

ordenados (X, y) emque xeAe yeB.

Notagio: AxB:{(x, y)/xeA e yeB}

Exemplo: Sejam os conjuntos AZ{L 2} e B={—1, -2, —3}. O

produto cartesiano de A por B ¢ o conjunto dado por:

AxB={1, -1),(1, =2).(1, =3)(2, -1).(2, =2).(2, -3)}

Relagio: Uma relagao (R) de A em B ¢ dada por qualquer subconjunto do

produto cartesiano de Ax B.

Exemplo: Consideremos dois conjuntos A e B descritos no exemplo

anterior. Seja R a relagdo definida por y =—x.

Assim temos que R= {(x, y) e AxB/ y= —x} = {(1, - 1), (2, - 2)}
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Fungio: A relagio f de A em B ¢ denominada uma fungio, quando,
cada um dos elementos x do conjunto A estio associados & um tnico elemento

y do conjunto B .
f:A—>B

O conjunto A ¢ chamado dominio da fun¢io de A em B e ¢
denotado por D(f) ou apenas D. O conjunto B ¢ denominado o
contradominio de f , denotado por CD(f).

Definimos o conjunto imagem da fungio f, Im(f), aquele
subconjunto de B que possui os valores que foram associados aos valores de A

pela fungiao f . No exemplo anterior, temos que a relagio R ¢ uma fungio e seu
conjunto imagem ¢ dado por Im(f) = {— 1, —2}.

H4 vérias formas de representar uma fungiao. Pode ser através de uma
férmula, do diagrama de flechas, de uma tabela, de um gréfico.

Exemplos: Sejam os conjuntos A:{O 1, 4} —{ 1, O, 1, 2, 5} e
as relagbes de A em B dadas por: {( ) e AxBly =x+1},
S={(x,y)eAxB/y=2x}eT {(x y)e AxB/y® = }

Resolugio: Considerando os conjuntos A e B dados, temos as seguintes
relacoes:

R={x,y)e AxB/y=x+1}={0, 1), (1, 2), (4, 5)}
S:{(x,y)eAxB/y=2x}:{(0, O), (1, 2)}
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T={x,y)e AxB/y* =x}=1{0, 0), (1, 1), (1, 1), (4, 2)}

Observamos que apenas a relagio R ¢ uma funcio, pois para cada um dos

elementos x € A existe um dnico elemento y € B que se relaciona com ele.

Veja o diagrama a seguir. A Relagéo R B

D(f)=A={0,1,4} I

CD(f)=B={-1,0,1,2,5}
A Im(f)={1,2,5}

relagio S nao ¢ uma funcio, pois o elemento 4 € A nio possui um elemento em
B que possa se relacionar com ele conforme a regra apresentada para S. A relagao
T também nio ¢ uma fungio, pois existem dois elementosem B, 1 e —1 que se

relacionam com o mesmo elemento 1€ A.
Vejamos os diagramas das relagoes dadas:

A Relagao S B A Relagdo T B
W : |

= 2 . ,o.
Observe que a equagio y=X"—5x+6 considerada com dominio e

contradominio iguais ao conjunto dos nimeros reais ¢ uma fungio de y em
relacio & x . Nesse caso o dominio e contradominio sio conjuntos infinitos, por
isso ndo se apresenta um diagrama para ela, mas sim um gréfico, que ¢ a
representacdo no plano cartesiano dos pares ordenados que satisfazem tal equagio.
Vamos estudar mais profundamente cada um dos conjuntos envolvidos na funcio,
assim como suas equagoes.

ESTUDO DO DOMINIO DE UMA FUNCAO

Como jd vimos, uma fungio definida por f: A — B tem o conjunto
dominio (D = A), contradominio (CD = B)e uma equagio que representa a

relagio entre o dominio e o contradominio.
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O dominio da fungio, conjunto A, pode ser apresentado na defini¢io da
func¢do, por exemplo: f:R — R, f(x): ¥y =2X, ou ainda outro exemplo f :
N — R tal que paracada y eRexisteum n€Nonde y=n+2.

No entanto, muitas vezes, o dominio da funcio nio fica evidente, ele

depende da equacio envolvida na defini¢io da fun¢io. Assim é possivel defini-lo.
Vejamos alguns exemplos:

7
Exemplos: 1) Na fungio f(X)=2— o dominio pode ser todos os
X

nlimeros reais exceto o zero, pois, por tratar-se de um quociente, o denominador
deve ser diferente de zero. Assim, 2x#0<>x#0. Nesse -caso,

D:]R*:(xeR/x;tO).

2) Na fungao f (x): v2x+4, o dominio pode ser qualquer niimero real

maior ou igual a —2, porque, por tratar-se de uma raiz quadrada, sua condi¢io de

existéncia ¢ que o radical seja positivo ou zero. Assim, 2x+4>0< x>-2, logo

D:{xe ]R{/xZ—Z}.

3) Na fungio f(x)=3/x*+3 o dominio é composto por todos os ntiimeros

reais, visto que nao hd restri¢ao alguma para uma raiz quintupla.

SISTEMA DE COORDENADAS CARTESIANAS

Os pares ordenados das relagées podem ser k N=.5
representados no Plano Cartesiano associando a )
cada par (x,y) um ponto do plano com essas .
coordenadas. Assim a relagio S M=)
R={(x,y)eAxB/y=x+1}= =
2{(0, 1), (1, 2), (4, 5)}2 {L,M,N} fica com R TS T S B R -
a representacdo cartesiana ao lado. :

GRAFICO DE UMA FUNCAO

Voltando a situagdo inicial do plano de telefonia mével, podemos
representar a fungao através de um gréfico.
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Sendo y=f (x) o valor y (preo pago em reais)

pago e X os minutos gastos em
ligagoes locais, terfamos pontos nessa

relagio dados por (x,f(x)). A 60

representagio de todos os pontos se :

dd através do conjunto de retas

mostrado no grifico ao lado. 50 X (minutos em ligagéo)

O dominio dessa fungio é dado por D = {x eER/x2 O} , pois ¢ infinito e
continuo e nao hd sentido em valores negativos para X, visto que nio hd
quantidade de minutos negativos.

Além disso, essa situagio seria descrita por duas sentengas:

fx)=

Observando um gréfico no plano cartesiano, podemos dizer se ele

60, para 0 <x <50
60+1,5-(x—50), para x>50

representa uma fungio de A em B ou nio. A maneira grifica para essa
verificaio estd no fato de que retas paralelas ao eixo- y toquem a curva do gréfico
apenas uma vez, indicando que a cada elemento do dominio existe um tnico
elemento no contradominio que se relaciona com ele. Ao se determinar que o
grifico representa uma func¢io de A em B, podemos definir o dominio e o
conjunto imagem através do seu grafico.

Exemplos:

a) Observe o grifico® ao lado direito.
Temos que esse grifico define uma
fungao cujos dominio e contradominio
sao todos os ndmeros reais, enquanto
que o conjunto imagem ¢é dado pelos

valores reais nao inferiores & —4 , isto é:

Im(f)={ye R/y>-4}.

°Fonte: Disponivel em: <http://www.engenheirodepetroleo.com.br/pt/provas-resolvidas/
engenheiro-de-petroleo/cesgranrio-2011-engenheiro-de-petroleo-q22/>. Acesso em: 20 jun.
2015.
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ZEROS (OU RAIZES) DE UMA FUNCAO

O grifico® ao lado

no plano cartesiano.

esquerdo nao
y representa uma fun¢io de A em B,
pois existem trés intersegoes da reta
paralela ao eixo- y e a curva apresentada

Os valores de xeD( f ) tal que f (x)=0 sio chamados de zero da

fungio f . Graficamente esses valores podem ser observados na intersegio da

curva apresentada no plano cartesiano com o eixo- X .

Exemplo: Considere a fun¢io dada
pela  equagio f(x)=x2—5x+6, temos
X, =2 e x,=3 como sendo os zeros dessa
funcio, pois, fazendo f(x)=0, temos,
utilizando a férmula de Bhdskara para a

equagao, x2—5x+6:O<:>x1 =2 e x2:3.

Obs.: O ponto (O, 6) ¢ a intersegao da curva
apresentada no plano cartesiano com o eixo-y .

Esse ponto juntamente com os pontos dados

(o]

G 1 24 % &

pelos zeros da fungao sao importantes na determinagio de um gréfico de fungao.

Fungdo Par: Dizemos que uma fungio é par se para todo x € D(f), temos que ¢

verdadeira a equagao f(x) = f(— x).

Exemplo: Para a lei f(x) =x’, temos que:

SFonte: Disponivel em: <http://www.edusocial.com.br/blog,

representa-uma-funcao>. Acesso em: 20 jun. 2015.

g
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fFED)=(1) =1=1 = £(1).

Serd que a igualdade se verifica para todos os reais do dominio dessa
funcio? Sim, certamente, pois:

Flen)=(af =

f(x) vxeR.

Observagio:  No gréifico anterior percebemos uma caracteristica grafica das
fungoes pares, a qual é dada da seguinte forma: “O grifico de uma fungio par é
simétrico em relagio ao eixo- y 7.

Fungio Impar: Uma fungio ¢ chamada de fungio impar, se para todo x € D( f ),

temos que f(— x) =—f (x) .

Exemplo: Considere a fun¢io dada por

3
g(.X): X" . Nesse caso temos quc:

g(=1)=(=1) ==1=—1) =—¢(1). 3

Novamente, aqui, teremos que mostrar que

essa igualdade se verifica para todos os pontos do

dominio da fun¢io, o que pode ser visto da seguinte
forma:

g(=x)=(=xf =(=1) - () =—(x)' ==¢(x).

Observagio 1: No grifico dessa fungao g(x), percebemos que a caracteristica

grafica da fungio impar ¢ sua simetria em relagio 2 origem do sistema.

Pro-Reitoria de Extensdo — PROEX



90

Observagio 2: Hd fungdes que nio podem ser

2 classificadas como par, nem como impar, por

exemplo, considere a fungio real dada por
) h(x)=x+1. Note que: h(— 1)=0 e h(1)=2, isso
o 5 nos mostra que essa fungao nio satisfaz nenhuma das

igualdades citadas acima. Observe ainda o gréfico
B dessa fun¢do, é uma reta que nio apresenta simetria
-2 em relagao ao eixo- y , nem em relagio a origem do

sistema cartesiano.

FUNCAO CRESCENTE, DECRESCENTE E CONSTANTE

Dado um intervalo contido no dominio de uma fun¢io f, se para todo

X, e X, pertencentes a esse intervalo, sendo X, < X, , temos que:
> Se f(xl) < f(xz) , entdo nessa funcio ¢ dita crescente nesse intervalo;
» Se f (xl ) > f(xz), entio essa funcio é dita decrescente nesse intervalo;

» Se f (x1)= f(xz), entdo essa funcio é dita constante nesse intervalo. As

funcoes constantes podem ser dadas da seguinte maneira: f(x)= k, ke

R.
61

Exemplo:

Considerando o grifico da funcio, dada ao 4]
lado, temos que ela é decrescente para valores
menores que — 2, isto é, no intervalo ]> 0, — 2]. 21

No intervalo [— 2, 2] a fungio é constante 0

. . . -4 =2 0 2 4

e para valores acima de 2, ou seja, no intervalo
[2, oo[ a fungio é crescente. -2

Fungio Injetora: Uma fungio f : A —> B ¢ chamada de injetora se, e somente se,

para todo X; e x, pertencentes ao dominio da fungio, temos que:

Se x;, #x, = f(xl);t f(xz) , ou ainda, se f(xl)= f(xz):> X, =X,.
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Exemplo: Apresentaremos os exemplos em Diagramas de Venn’.

(=t

Fungéo NAO Injetora

Funcéo Injetora

Fungio Sobrejetora: Uma funcio f:A—> B é chamada de sobrejetora se, e
somente se, para todo y € B existe um x€ A tal que f (x)= y . Ainda podemos
dizer que a fungio ¢é sobrejetora se Im(f) = CD(f).

Exemplo: Apresentaremos os exemplos em Diagramas de Venn.

A B A B

| —
|

Funcio Sobrejetora Fungao NAO Sobrejetora

Fungio Bijetora: Uma fungao f:A—> B ¢ chamada de fungao bijetora se, e

somente se, a fungao ¢ injetora e sobrejetora, ou seja, se f(_xl): f(xz):> X, =X,

¢ Im(f)=CD(f)-

Funcgéo Bijetora

7 Saiba mais em: http://brasilescola.uol.com.br/matematica/diagrama-de-venn.htm
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Fungio Inversa: Dada a fungio f:A—>B podese definir uma fungio
g :B — A, chamada de fungio inversa se, e somente se, a fungao f ¢ bijetora. A

defini¢dao de g ¢ dada da seguinte forma:

Se f(a)=b para todo a € A, entio g(b)=a paratodo beB.

. .. -1 .
Observagio: Denota-se a funcio inversa de f(x) por f (x) e, assim, temos

que: (x, y) € f(x) = (y,x) € ]“1 (x)

A B
@ @
f(x)

B A

(%)

fy=2x
Exemplo: As funcées f(x)=2x e 3
X - 3 ,
g(x)== sao fungdes inversas. i 2.
"0 =90
Temos, por exemplo, que fF(1)=2 e /7 S
g(2)=1, assim o par ordenado ol
5 4 3 2 30 1 2 3

(1, 2) estd no grafico da funcio
f(x) e o par ordenado (2, 1) est4 no g:y=0.5x
grafico da fungao g(x),
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. - . - -1, g
Observacio: Uma caracteristica grafica das fungées f e f~ ¢ que sio simétricas

em relagio a funcao identidade representada pela reta y = x.

COMPOSICAO DE FUNCOES

Dadas duas fungdes f:A—>B e g:B—>C de ta forma que
CD( f )= D(g), pode-se definir uma fung¢io #: A— C denominada de fungio
compostade g e f daseguinte forma: h(x): g(f(x))

B

h()=g(f(x))

Observagiao: Outra notagio para a fun¢io composta é dada por h(x) =go f(x)
Temos, também, que f o fﬁl(x) =f"'o f(x) = id(x) =X.

FUNCAO AFIM OU FUNCAO DO 1.° GRAU

Situagio problema: Imaginemos um plano de telefonia celular, no qual o
cliente paga um valor fixo de R$ 10,00 mensais mais uma tarifa de R$ 0,75 por

minuto de liga¢do. Considerando P(x) o prego pago mensalmente pelo cliente
desse plano ¢ X os minutos utilizados em ligacdes no més, terfamos a fungio
P(x) =10+0,75- x, para x >0, para representar o valor pago mensalmente pelo

cliente. Esse tipo de fun¢io é denominada fungédo afim ou fungio do 1.° grau.

Fungio afim: E toda fungio f :R—>R definida por f(x) =ax+b,com a eb
nameros reais. O coeficiente a ¢ chamado de coeficiente angular ou declividade
e b ¢ dito coeficiente linear.
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Observagio: Quando b =0, temos que f(x): ax e percebemos que a origem

do sistema satisfaz sempre essa fun¢io, isto é, seu grifico contém a origem (O, 0).

y=-2x 4
3
. ~ . 2
Exemplo: Considere as fungées reais
dadas por f(x):—Zx e g(x)zO,Sx. 1
A figura ao lado mostra os gréficos 0
B 3 2 A T2 3
dessas duas funcoes.
1
y =0.5x 2
-3

Observagio 1: Note que para essas fun¢oes, quando a >0 a fungio é crescente e

quando a <0 a funcio é decrescente.

g Observagio 2: Destacamos que a fung¢do para
' aqual a=1, isto ¢, f(x) = x, é chamada de
funcio identidade. Ao lado esquerdo temos o
grafico dessa funcio.

Zero (ou raiz) da fungio afim: E o nimero real X onde a fungio

f(x)=ax+b se anula, ou seja, f(x)=0. Para determinar a raiz da funcio

fazemos:

f(x)=0<:>ax+b=0<:>x=—é.
a

Exemplo: Determine o zero da fungio f (x) =-3x+7.

7
Fazendo f(x)=0 temos: —3x+7=0<:>—3x:—7<:>x=§.
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Observacao: Considerando x =0 e a fungio afim f (x):ax+b temos que
f(()): b . Assim, o ponto (0, b) ¢ a intersec¢do do gréfico da fun¢ao afim com o
eixo- y do plano cartesiano. O quadro a seguir mostra, de forma resumida, os

efeitos dos pardmetros @ e b no grifico da fungao.

Parimetros da Funcio
a>0 a<0
Afim
“ N
3 -
5 —2x+3
2
2
1 1
b>0
0 [0]
-1 0 1 1 0 1 2 3
1 1
2x+3 -2 )
! —2x
o] 3
-2 -1 0 1
-1 2
"
b=0 -2
0
3 3 2 1
1
2l @
-2
-5
2
1
0
-2 -1 o] 1 2
-1
b<0 1
-2

Observagio: Caso o parAmetro seja a =0, temos uma fungio constante

f(x):be]R{.
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ESTUDO DO SINAL DA FUNGCAO AFIM

No quadro, a seguir, encontra-se um resumo para auxiliar o estudo de uma

funcio afim:

- . i 2
Zero da funcdo: a x+b=0 = x=——

a

a=0

®

-‘_‘1?

fix)<0 Jx)>0

r e
bz

b
f(x)=0= x=——
a

17 b
f(x) 0= x>——
a

b
f(x)<0=> x<——
a

a<0

®

Sx)<0

Sx)>0

. b
f(x)=0 = x=——
a

¥ b
f(x)3p0= x<——
a

:
f(x)<0= x>——
a

Fonte: Disponivel em: <http://pt.slideshare.net/faustofis/calclo-1-2-termo-de-

papel-e-celulose>. Acesso em: 20 jun. 2015.

Exemplo: Estudar o sinal da fungao

f(x):—2x+8.

Primeiro, calculamos o zero (ou raiz)
fazendo:

da

fungao

—2x+8=0<:>x=§<:>x=4.Assim,

e a fungio é positiva f(x)>0 para

x<4.

e a func¢io é nula f (x) =0 para
x=4.

e a fun¢io é negativa f (x)< 0 para
x>4.
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INEQUACOES DO 1. GRAU

Situagio problema: Voltando a situacio do plano de telefonia celular em
que temos a funcio P(x)=10+0,75 X, para x>0, para representar o valor
pago mensalmente pelo cliente. Imaginemos a situagdo na qual o cliente pretende
gastar, no mdximo, R$ 100,00 com esse plano de celular. Quantos minutos, no
méximo, ele poderia falar?

Para resolver essa situagdo, terfamos que resolver uma inequagio do 1.°

grau, ou seja, 104+0,75-x <100.

Inequagbes do 1.° grau: Seja f:R—>R uma fungio afim definida por
f(x) =ax + b, chamamos inequagio do 1.° grau toda desigualdade que pode ser
reduzida a uma das seguintes formas: f(x) >0; f(x)< 0; f(x) >0 ou

f(x)<o.

Na situagdo proposta, terfamos:
10+0,75x <100 = 0,75x <90 = x <120. Dessa forma, o cliente teria que

falar menos que 120 minutos mensais para pagar, no maximo, R$ 100,00.

Inequagio produto e inequagio quociente: Consideremos duas fungoes f(x) e

g(x). Denominamos inequagio produto as desigualdades do tipo:

f-2>0, f-g20;, f-g<0e f-2<0

Denominamos inequagao quociente as desigualdades do tipo:

i>0; iZO; i<0 e iSO
8 g g g

Exemplo: Resolver a inequagao produto (4 - 3x) . (Zx - 7) >0.

Inicialmente, devemos realizar o estudo do sinal de cada uma das fungées,
visto que isso influencia no sinal do produto:

4
i) Fazendo f(x) =4-3x=0x= 3> temos que o zero dessa funcao é

(SN IEN IV NN

7
ii) Fazendo g(x) =2x-7=0&x= 5 temos que o zero dessa funcao é
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Assim, estudando o sinal para as duas fung¢ées temos:

3

€r =

o
|

|

I

|

|

|

|

|

1 7
2

flx)=4-3x o

+++

+++

———----®

Assim, a solu¢do da inequagio (4 — 3x)- (Zx — 7) >0 ¢

4 7
S={X€R/§<X<E}

FUNCAO QUADRATICA OU FUNCAO DO 2.c GRAU

Situagao-problema: Num

loteamento, onde as quadras sao

. B 160m
retangulares, de dimensdes 120

m por 160 m, serdo vendidos
lotes menores, com dimensées X
por 2x. Na figura, ao lado,

120m
representamos um desses lotes. 2

Como podemos representar uma x |

fungio que traduza a drea da

quadra restante, apés a venda de | |

um lote indicado na figura?

Esse tipo de fun¢io é denominada fungao quadritica ou fungio do 2.°
grau.
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Fungio Quadritica: As fungées f :R—R, definidas por f(x)= ax’ +bx+c,
com a, b e ¢ reais com a#0 sio chamadas fun¢des quadriticas. Os

coeficientes dessa fungao sio os nimeros @, b e C reais.

Zeros (ou raizes) da Fungio Quadritica: Os zeros da fungio quadrdtica sio os

valores de X para os quais f (x)=0. Dessa forma, para resolver a equagio

_bEAA

2a

ax®> +bx+c= 0, usamos a Férmula de Bhiskara, Xx= , onde
A =b> —4ac.
Dependendo do valor de A, podemos ter:
e A >0, afungio tem dois zeros reais e distintos;

e A =0, afuncio tem dois zeros reais e iguais;

e A <O, afungio nio tem zero real.

Observagio: O grifico da fun¢io ¢ uma curva denominada pardbola, que é uma

curva simétrica, e o eixo de simetria passa no ponto V 2—,4— denominado
a a

vértice da pardbola.

LV( Xy ¥y)

™~

I
I
1
1
|
I
I
|
I
I

Fonte: Disponivel em: <http://pt.slideshare.net/faustofis/calclo-1-2-termo-de-
papel-e-celulose>. Acesso em: 20 jun. 2015.

Exemplo: Seja a fungio f(x)=x2 —2x. Os zeros dessa fungio sio os
pontos de intersec¢io da pardbola com o eixo- X, onde temos f(x)= y=0, ou

. 2 .
seja, x° —2x=0. Assim, temos x = Qou x =2 . Graficamente, temos:
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’ 61
2 — 2 g
51 Raizes da
Fungdo Quadratica
4 E|
3 4
2 4
14
0
-2 -1 1 2 3 4

Faremos, agora, o estudo do sinal da fungio quadritica, considerando

pardmetro @ € R e os zeros (ou raizes) da fungio.

Observamos, no exemplo anterior, que a fungio ¢ positiva nos valores de
X menores que zero (primeira raiz da fungio) e também para valores maiores que
2 (a outra raiz dessa fungao). Vemos ainda que a fun¢io é negativa entre essas

raizes.

A tabela, a seguir, apresenta um resumo desse estudo do sinal da fun¢io

quadrdtica:

f(x)=a x24+b x+¢ com (a, beceRea=0)

a=0 a<0

f(x)=>0para x<x; oU x>x, f (x)<0 para x<x; oU x>,

f(x)<0 para x;<x<x, ‘ f(x)=0 para x;<x<x,
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f (x)=0para x =X OU X=X, ,-’l (x)=0 para x= X OU x=1,
X=X,
© e~
® ®
X=X, %
f(x)=0para x#x [ (x)<0 para x=x,
f(x)<0 A x real f(x)>0 3 x real
f(x)=0 para x=x;=x, f(x)=0 para x=x;=x;
\_/ @ @ i
x
f(x)=0vx real Jf(x)<0 vx real
f(x)<0 A x real f(x)>0 & x real
f(x)=0 A x real f(x)=0 & x real

Fonte: Disponivel em: <http://pt.slideshare.net/faustofis/calclo-1-2-termo-de-
papel-e-celulose>. Acesso em: 20 jun. 2015.

Exemplo: Considerando a

funcao f(x)= x> —2x, temos “
que: 2
° f(x)>0: x<0 ou b o e o | +++
x>2
° f(x):O: .XZO ou b 5 M _i_ 2 3 3 5
x=2 -

* f(x)<0:0<x<2

Inequagées do 2° grau: Seja f : R—R, uma funcio afim cuja lei de formagio ¢

dada por f(x)= ax’ +bx+c ,sendo a, b e ceR, a#0. Chamamos
inequagio do 2.° grau, ou quadrdtica, 4 toda desigualdade que pode ser reduzida a

uma das seguintes formas: f(x) >0 f(x) <0; f(x) >0 ou f(x) <0.
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Exemplo: Resolver a inequagio 6x>—5x+1<0, considerando o

conjunto dos niimeros reais.

Resolugio: Da equacio 6x° —5x+1=0, temos os zeros da funcio
- 1
quadritica em x = 5 e x=—.

2

Fazendo o estudo do sinal da funcio, temos:
L f(x)>0:x<loux>—
3 2

* f(x)<O0: %<x<%

ah 02 o3 04

Assim, a solucio da inequacdo 6x° —5x+1=0 &

S = { eER L <x< 1}
SPFER/3<x<3
Vamos, agora, tratar da fungio Modular.

Médulo: Definimos médulo de um nimero real X o qual denotamos por |x| , 40

préprio niimero X, se ele for positivo ou nulo, e ao seu oposto, se ele for negativo.
x, se x>0

Desta forma, temos a seguinte defini¢ao: |x| =
—x, se x<0

Exemplo: [3=3 ¢ |-4|=—(-4)=4.
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Fungio Modular: Chama-se fun¢io modular a toda func¢io f:R—R tal que

x, se x>0
f(x):|x , a qual ¢ definida por f(x): :
—-x, se x<0
4
f(z) = |z|
3
2
1
3 2 -1 ,/ 0 1 2 3 a °
// -1
rd
s
// -2
,/
/, =
o f(@) ==
2 -4

Equagao modular: Sio as equacdes nas quais consideramos médulos cujas leis

envolvem as incégnitas.

Exemplo: Resolvera equac¢io modular |3x—1|:2, considerando os

numeros reais.
Resolugio: Usando a defini¢io da fun¢io modular, temos:
Ix-1=2x=2

3x—1|=2
profj=2= —(3x—1):2<:>3x—1=—2<:>x:—%

, 1
Portanto, temos a seguinte solugdo S= —g; 1.

Inequagio modular: Sio as inequagdes nas quais as incdgnitas aparecem nos

moédulos.
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<k —k<x<k
, <k -k<x<k
Seja k € R, entdo:

>k < x<-k;x>k

|x|2k<:>x£—k;x2k

FUNCAO EXPONENCIAL E LOGARITMICA

Situagio problema: Uma pessoa aplicou R$ 1.000,00 em determinado
fundo de investimento. Se o rendimento previsto nessa aplicagio é de 10% ao més,
ao final do 4.° més, que valor (montante) a pessoa ird resgatar? E ao final do
enésimo més?

Para responder a essa questio, podemos recorrer a uma func¢io que

relaciona o montante (M) em fungio do més (t): M = 1000(1 + i)l (t),onde i ¢

a taxa do investimento.

Esse tipo de fungao denominamos fungao exponencial.

Fungio Exponencial: Chama-se fungio exponencial A toda fungio f:R—>R%

definida por f(x):ax, coma>0eca=#l.

O grifico dessa fungio é denominado curva exponencial e depende do

valor do parAmetro a e R} e a #1.
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Equagio Exponencial: E toda equagio cuja incdgnita estd no expoente.

Observagio: Essas equagbes satisfazem uma importante propriedade dada por:

a'"=a" < x;=x,,sendo a>0ea=l.

1 X
Exemplo: Resolver a equagio (gj =81, considerando os niimeros reais.

Resolugio: Vamos usar a propriedade dada na observagio acima.

el o7 (- e

Assim, a solu¢do para essa equagao exponencial é § = {— 4}.

Inequagio Exponencial: E toda desigualdade cuja incégnita estd no expoente.

Assim, temos:
e Se a>1 temos que a fun¢io exponencial é crescente e entio a

propriedade fica expressa da seguinte forma: @™ >a™ < x, > x,;

e Se O<a<l temos que a func¢do exponencial é decrescente e entdo a

propriedade serd expressa da seguinte maneira: a® >a™ < x; < X,.

Fungio Logaritmica:

Situagio problema: Uma pessoa aplicou R$ 1.000,00 em um
investimento com rendimento de 10% ao ano. Depois de quanto tempo essa

quantia ird dobrar?

Podemos representar essa situagio por: M =2C, com M sendo o

montante e C o capital investido. Assim, temos:
M =2C < C(1+i)f =2C < (1+i) =2

Como i=10% =i=0,1 temos a seguinte equagio exponencial:

LI'=2.
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Para resolver esse problema, teremos que usar uma fun¢io inversa da
funcio exponencial. Essa fun¢io inversa é chamada de Fungao Logaritmo.

Vamos, entao, definir primeiramente o Logaritmo.

Logaritmo: Seja a, b € R}, onde a #1 e, ainda, um dado ¢ € R. A definigio do
logaritmo satisfaz a seguinte equagio: log,b=c<>a‘=b. Os elementos da

equagio do logaritmo sio:

e a ¢é chamado base do logaritmo;
e b éologaritmando e

e ¢ ¢édito logaritmo.

Temos vdrias propriedades que decorrem da defini¢io do Logaritmo. Vejamos
algumas:

e log, 1=0;

e log,a=1;

e log, a"=n;

e log,b=log,c=b=c;

. alogah — b )
Propriedades Operatérias: Sendo a, b, c €R}, onde a #1 e n €R, temos:

e log,(bc)=log, b+log,c;

. loga(éj =log, b—log, c;
c

e log, b"=n-log, b;

log b
o log, b 21 .2 A essa propriedade chamamos Mudan¢a de Base no
og.a
Logaritmo.

Fungio Logaritmica: E toda fun¢io f :R%—R definida por f(x)ZIOga X,
coma>0ea=#l.

O grifico dessa fungio ¢ uma curva denominada curva logaritmica.
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Fungéo Crescente 5 Funcao Decrescente

21\ fz) =loga(x),0 <a <1

#(2) = loga(x)sa > 1

-1 0 1 2 3 4 5 6 7 -1 0

Equagao Logaritmica: E toda equagio cuja incdgnita estd no logaritmando, na

base ou em ambos.

Exemplo: Resolva a equagio log, (3 - x) =log, (3x + 7) considerando os

numeros reais.

Resolugio: Como na equagio temos a mesma base para o logaritmo,

entdo, pela propriedade operatéria descrita hd pouco temos que:
(3—x)=(3x+7)©4x:—4<:>x:—1

Assim, a solu¢do da equagao logaritmica ¢ dada por § = {— 1}.

Inequagio Logaritmica: E toda inequagio cuja incdgnita estd no logaritmando, na

base ou em ambos.
Propriedades operatdrias:

e Sea>l:x;>x,<log, x >log, x,.
e SelO<a<l:x >x, log, x, <log, x,.

Exemplo: Resolva a inequagio log, (3 - x) >log, (3x + 7) considerando

0s numeros reais.
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Resolugio: Como na equagio temos a mesma base maior que 1 para o
logaritmo, entdo, pela primeira propriedade operatéria descrita anteriormente
temos que:

(B-x)>Bx+7)=4x>4<=x>-1
Assim, a solu¢do da equagao logaritmica ¢ dada por:

S={xeR/x>-1}.

Nio se esqueca de resolver os exercicios, referentes a este capitulo, que se
encontram no Caderno de Exercicios disponibilizado na pdgina da web.

Pro-Reitoria de Extensdo — PROEX



109

5 ESTATISTICA DESCRITIVA, ANALISE COMBINATORIA E
PROBABILIDADE

ESTATISTICA: INTRODUCAO — CONCEITOS BASICOS

Em nosso dia a dia, estamos rodeados de informagées obtidas por meios de
estudos estatisticos. Por exemplo, para decidirmos em quem votar nas eleigoes
podemos observar os resultados de pesquisas eleitorais sempre divulgadas; para
decidir pelo lancamento de um novo produto, industriais costumam verificar, entre
os consumidores, a aprovagao desta mercadoria; entre outras situagdes. Mas como é
que se dd este processo?

A principio, hd a necessidade de uma formalizagio da situacio a ser
estudada. Apds, o pesquisador precisa verificar se ele terd acesso a populagio
envolvida em sua pesquisa. Lembre-se que, em um estudo estatistico, populagao é o
conjunto completo dos elementos que compée o sistema em estudo.

Caso nio tenha acesso a toda a populagio, precisard selecionar elementos
desta que a represente para compor uma amostra. Amostra é, entio, um
subconjunto da populagao a ser estudada. Para a selecio desta amostra, existem
algumas técnicas de amostragem que objetivam compor a amostra com elementos
que melhor representem a populagio foco, procurando selecionar (em menor
quantidade e de maneira proporcional se possivel) os que possuam as principais
caracteristicas da populacio estudada. Estas técnicas limitam-se de acordo com o
tempo disponivel para a pesquisa, recursos financeiros, disponibilidade dos
elementos que compdem a populagio e até pela acessibilidade a estes elementos.

Suponha, agora, que vocé queira conhecer o desempenho geral de sua sala
de aula na disciplina de matemdtica e, também, quem possui melhor desempenho,
se as meninas ou os meninos da sala. Para isso, vai em busca das notas obtidas por
seus colegas e seu género. As informagées coletadas estao apresentadas abaixo:

Género Nota Género Nota Género Nota
Feminino 3,5 Feminino 7,0 Masculino 4,0
Masculino 5,0 Feminino 4,0 Feminino 5,0
Masculino 4,0 Masculino 5,0 Masculino 1,5
Masculino 2,0 Masculino 7,0 Feminino 7,0
Feminino 7,5 Masculino 1,5 Masculino 9,0
Masculino 2,0 Feminino 5,0 Masculino 5,0
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Feminino 5,0 Feminino 3,0 Masculino 3,5
Feminino 4,0 Masculino 3,5 Feminino 2,0
Masculino 3,5 Feminino 7,5 Feminino 3,0
Masculino 5,0 Masculino 4,0 Masculino 4,0

Estas informagées sio chamadas, na Estatistica, de dados e a que esses
dados se referem sio chamadas de varidveis. Em nossa situacio, temos duas
varidveis: género e nota. Os géneros sio classificados em duas categorias: feminino e
masculino. J4 a nota ¢ um valor numérico que varia dentro do conjunto dos
nimeros reais. Ou seja, as varidveis que estamos trabalhando possuem
caracteristicas diferentes!

De maneira geral, as varidveis podem ser classificadas em:

U varidveis qualitativas: aquelas que apresentam como resposta uma
qualidade ou uma preferéncia, sempre organizadas em categorias. Sao classificadas
em:

©o nominais, onde as categorias nao podem ser organizadas em ordem
como, por exemplo, género, cor de cabelo, cor de olhos, etnia, religido e
etc;

o ordinais, que podem ser organizadas em ordem crescente ou
decrescente com, por exemplo, grau de instru¢do, coloca¢io no
campeonato e etc.

] varidveis quantitativas: aquelas que apresentam como resposta um
nimero real. Estas sio obtidas por meio de contagens ou mensuragdes e
classificadas em:

o discretas, que assumem somente valores inteiros como, por exemplo,
idade em anos, niimero de alunos por sala de aula, nimero elementos
na familia e etc;

o continuas, que assumem valores dentro de um intervalo dos niimeros
reais continuo como, por exemplo, altura, peso, distancia e etc.

Seguindo com o exemplo, o género ¢, entdo, uma varidvel qualitativa
nominal e a nota (medida como apresentada), uma varidvel quantitativa continua.

Veremos, a seguir, maneiras de organizar estes dados e de representd-los.
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REPRESENTACAO DOS DADOS

Ao querer conhecer o desempenho geral de sua sala de aula na disciplina de
matemdtica, vocé coletou alguns dados:

Género Nota Género Nota Género Nota
Feminino 3,5 Feminino 7,0 Masculino 4,0
Masculino 5,0 Feminino 4,0 Feminino 5,0
Masculino 4,0 Masculino 5,0 Masculino 1,5
Masculino 2,0 Masculino 7,0 Feminino 7,0
Feminino 7,5 Masculino 1,5 Masculino 9,0
Masculino 2,0 Feminino 5,0 Masculino 5,0
Feminino 5,0 Feminino 3,0 Masculino 3,5
Feminino 4,0 Masculino 3,5 Feminino 2,0
Masculino 3,5 Feminino 7,5 Feminino 3,0
Masculino 5,0 Masculino 4,0 Masculino 4,0

Precisamos, agora, organizar esses dados de maneira que possamos estudd-
los.

Uma primeira forma de organizacio é a tabela de frequéncias, também
conhecida como distribuicio de frequéncias. Esta tabela é formada por duas
colunas: a primeira composta pelos dados apresentados em ordem crescente e a
segunda composta pela frequéncia do dado a que se refere, ou seja, o nimero de
vezes que este aparece. Esta frequéncia dos dados é também chamada de frequéncia
absoluta.

Considerando o género de seus colegas, temos a seguinte tabela de

frequéncias:
Género Frequéncia
Feminino 13
Masculino 17
Total 30

J4 a tabela de frequéncias da varidvel "notas dos alunos" é:

Pro-Reitoria de Extensdo — PROEX



112

Notas dos alunos Frequéncia
L5 2
2,0
3,0
3,5
4,0
5,0
7,0
7,5
9,0
Total

e S S N “A T N (S RSN}
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Os dados quantitativos, por poderem assumir valores dentro de um
intervalo, também sio organizados em classes, ou seja, intervalos continuos de
mesmos tamanhos (amplitudes). Sendo L; o limitante inferior da classe e L; o seu

limitante superior, em geral, representamos esta por:
Li |" LS)

ou seja, este intervalo é fechado em L; e aberto em L.

Em cada classe, contabilizamos o niimero de elementos que estao inseridos
nesta, ou seja, verificamos a frequéncia de cada classe. Por exemplo, podemos
construir as seguintes classes de notas com amplitude de 2,0 pontos:

Classes de notas

0,0 |- 2,0
2,0 |-- 4,0
4,0 |-- 6,0
6,0 |- 8,0
8,0 |-- 10,0

A primeira classe possui limitante inferior 0,0 e limitante superior 2,0. Pela
constru¢do do intervalo, podemos inserir dados de 0,0 (inclusive) até o mais
préximo possivel de 2,0, porém este valor nio é aceito. Das notas coletadas dos seus
colegas, somente as duas notas 1,5 estdo inseridas neste intervalo.

Pro-Reitoria de Extensdo — PROEX



113

J4 a segunda classe ¢ limitada inferiormente por 2,0 e superiormente por
4,0, ou seja, nesta classe serio inseridos os dados de 2,0 (inclusive) até o mais
préximo possivel de 4,0, porém 4,0 nao é aceito neste intervalo. Sendo assim, os

dados:

Notas dos alunos Frequéncia
2,0 3
3,0 2
3,5 4

estdo na segunda classe, totalizando 9 dados.

Seguindo este raciocinio, construimos a seguinte tabela de classes:

Classes de notas Frequéncia
(f)
0,0 |- 2,0 2
2,0 |- 4,0 9
4,0 |-- 6,0 13
6,0 |- 8,0 5
8,0 |- 10,0 1
Total 30

Conseguimos, nesta tabela, ter uma visio geral das quantidades absolutas
(frequéncia) de elementos em cada intervalo (classe), representada por f;, sendo i

o indice que representa a classe. Ou seja, f, ¢ a frequéncia da primeira classe, f, é

a frequéncia da segunda classe, e assim por diante. Porém, para a andlise da varidvel

7

em estudo, muitas vezes é mais interessante ter uma medida que leve em
consideragio o total de dados coletados para a amostra. Esta medida ¢é a frequéncia

relativa, definida como a razio entre a frequéncia absoluta da classe (f;) e o

nimero total de dados coletados para a amostra, que representaremos por 1.

Assim, a frequéncia relativa da classe i serd calculada por:
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Observe que, como a frequéncia da classe ( f;) é sempre menor ou igual ao

total de dados da amostra (1), entdo a frequéncia relativa estd sempre entre 0 e 1.
Sendo assim, costumamos representar esta medida em porcentagem.

Completando nossa tabela de classes de notas com a frequéncia relativa das
classes, temos:

- d Frequéncia Frequéncia relativa
asses de notas (f) (fr)
0,0 |-- 2,0 2 3 =0,07=7%
30
9
2,0 |- 4,0 9 Z ~030=30%
30
13
4,0 |-- 6,0 13 2 ~0,43=43%
30
5
6,0 |- 8,0 5 2 =017=17%
30
8,0 |-- 10,0 1 i;0,03=3%
30
Total 30

['ambém podemos calcular a frequéncia relativa das categorias de varidveis
q g
qualitativas. Voltando ao dado "género", temos:

Género Frequéncia Frequéncia relativa
. 13
Feminino 13 —=0,43=43%
30
17
Masculino 17 —

=0,57=57%
0

Total 30

Além da tabela, outra forma de representarmos os dados é por gréficos
como, por exemplo, o setograma e o grifico de barras (utilizados para varidveis

qualitativas) e também o histograma (usado para varidveis quantitativas). Veremos
a construgao desses graficos a seguir.
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Comegando pelo grifico de barras: este gréfico é construido sobre os eixos
coordenados xOy, onde

® sobre o eixo das abscissas (eixo x), representamos as categorias da
varidvel a ser representada; e

® sobre o eixo das ordenadas (eixo y), representamos a frequéncia
absoluta ou a frequéncia relativa (apresentada na forma percentual
ou nio).

Para cada categoria, "subimos" uma coluna de altura tal que represente a
frequéncia (absoluta ou relativa) desta. A tabela de frequéncias da varidvel "género"
nos fornece o gréfico de barras a seguir.

18
16

—_
~

éncia

Frequ

_ =
SN BN O N
|

Feminino Masculino

Género

J4 o setograma ou grifico de setores ¢ um gréfico circular no qual cada
setor representa uma categoria e possui tamanho proporcional a esta. Para isso,
calculamos o 4ngulo do setor circular da categoria i por

a=£x360" = fr.x360°,

i
n

onde f; ¢ a frequéncia da categoria i, n é o ntimero de elementos da amostra em

estudo e f; é a frequéncia relativa i classe i. Representando a varidvel "género" por

um setograma, temos:
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Nos atendo agora a representagio gréfica das varidveis quantitativas, temos
o histograma: um grifico também construido sobre os eixos coordenados xQOy,

onde

e sobre o eixo x, representamos as classes da varidvel a ser
representada; e

® sobre o cixo y, representamos a frequéncia absoluta ou relativa
(apresentada na forma percentual ou nio) da referida classe.

Para cada classe, construimos uma coluna de base limitada pelos limitantes
da classe e altura tal que represente a frequéncia (absoluta ou relativa) desta. A
tabela de frequéncias da varidvel "nota" apresenta a nés o histograma que segue.

0,0 2,0 4,0 6,0 8,0 10,0

Notas

Outro gréfico apresentado sobre os eixos coordenados é o grdfico de linhas,
onde no eixo x representamos a varidvel (qualitativa ou quantitativa) trabalhada e
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no eixo y representamos suas quantidades (frequéncias), como podemos observar
no exercicio que resolveremos a seguir.

(ENEM - 2009) Dados da Associagio Nacional de Empresas de
Transportes Urbanos (ANTU) mostram que o namero de passageiros
transportados mensalmente nas principais regides metropolitanas do pais vem
caindo sistematicamente. Eram 476,7 milhoes de passageiros em 1995, e esse
ndmero caiu para 321,9 milhées em abril de 2001. Nesse periodo, o tamanho da
frota de veiculos mudou pouco, tendo no final de 2008 praticamente o mesmo
tamanho que tinha em 2001.

O grifico a seguir mostra um indice de produtividade utilizado pelas
empresas do setor, que ¢ a razdo entre o total de passageiros transportados por dia e
o tamanho da frota de veiculos.

Capitais Brasileiras - Sistema de Onibus Urbano*
Passageiros Transportados por Veiculos/dia®™
1995 a 2008
650 ‘(531
2 600
3 9 68
£ 550
3 555 '\ 506
i o 505 463
% 450 \ 451 435 438447 428 A__441
2 407 410 418
e 446 by 440 0 \/—
400 391 393 404 410 415 471
350 m'w mnvv\voo'cocu O)‘O‘O —'-N N M < g‘\n OO O~ N~ o 0
22302228282 5288S58s8588¢8¢s¢8¢8¢8¢
323823232352 3828383832323825248238
*Sao Paulo, Rio de Janewo, Belo Honzonte, Recife, Porto Alegre. Salvador, Fortaleza, Cuntiba e Goiania
** Passageiro total mensal/frota/25

Disponivel em: http://www.ntu.org.br. Acesso em 16 jul. 2003 (adaptado)

Supondo que as frotas totais de veiculos naquelas regides metropolitanas
em abril de 2001 e em outubro de 2008 eram do mesmo tamanho, os dados do
gréﬁco permitem inferir que o total de passageiros transportados no més de
outubro de 2008 foi aproximadamente igual a

a) 355 milhéoes.
b) 400 milhoes.
¢) 426 milhoes.
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d) 441 milhées.
e) 477 milhoes.
Ao ler o texto do exercicio, coletamos as seguintes informagdes:

e em 1995 eram 476,7 milhées de passageiros
e cem abril de 2001 esse niimero caiu para 321,9 milhdes.

Também, calculamos o indice de produtividade (IP) utilizado pelas
empresas do setor de transportes por:
PT
IP=——,
NV
sendo PT o total de passageiros transportados por dia e NV o tamanho da frota de
veiculos.

Considerando que o nimero de veiculos utilizados nas frotas da empresa
em abril de 2001 e em outubro de 2008 eram do mesmo tamanho, pergunta-se
sobre o total de passageiros transportados no més de outubro de 2008.

Bom, para continuarmos esta resolugio precisamos fazer uma leitura do
grafico, procurando informagdes que nos auxilie. Os dados passados no texto foram
referentes aos periodos de abril de 2001 e outubro de 2008, verificamos no grafico
que

e o indice de produtividade em abril/2001 era igual a 400
passageiros transportados por veiculo;

e o indice de produtividade em outubro/2008 era igual a 441
passageiros transportados por veiculo.

Comegando por abril de 2001, temos
IP =400 passageiros/veiculo e PT =321,9 milhdes =321.900.000

passageiros,

de onde calculamos um ntimero total de

400 — 321.900.000
NV = M =804.750 veiculos.
400
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Como foi dito que o nimero de veiculos utilizados nesses periodos foi o
mesmo, o total de passageiros transportados no més de outubro de 2008 foi de

| PT
804.750

PT =441x804.750 =354.894.750 passageiros,

ou seja, aproximadamente 355 milhdes de passageiros. Concluimos, assim, que a
alternativa a é a correta.

MEDIDAS DE TENDENCIA CENTRAL
v' Média aritmética

Vocé j observou que, para ser aprovado em uma disciplina, suas notas nas
avaliagbes do semestre sao representadas por apenas uma medida? Essa medida, em
geral, ¢ a média aritmética das notas que vocé obteve no semestre. Assim, se houve

duas avaliagées P e P, no seu semestre, calculamos a média das suas notas por:

_R+g
5

Essa medida busca um equilibrio entre suas duas notas. Suponha que, em

M

um semestre, haja cinco avaliagées (P, P,, P, P,, P;) para uma dada disciplina.
Para verificar sua aprovagio, calculamos:
_BAPAP PP,
5 .

Raciocinando desta maneira, calculamos a média de n dados:

Xy, Xy, X5,...,X, pelo quociente:

XX, X X,

X =
n

e, por estarmos representando estes dados por X;, entio X representa sua média.

Utilizando recursos matemdticos, podemos denotar a soma X; +X, +Xx; +...+ X,

n
por in , sendo n a quantidade de dados apresentados de maneira isolada que
i=1
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estamos estudando. Desta forma, o cdlculo da média x de dados apresentados de
forma isolada pode ser representada por:

n
fo
x — i=1

n

Suponha, agora, que vocé queira conhecer o desempenho geral de sua sala
de aula na disciplina de matemdtica e, para isso, vai em busca da média obtida pela
sala. Dentre as 30 notas coletadas por vocé anteriormente, temos:

3,5 2,0 5,0 7,0 7,0 3,0 4,0 7,0 3,5 5,0
5,0 755 4,0 4,0 L5 3,5 5,0 9,0 2,0 4,0
4,0 2,0 3,5 5,0 5,0 7,5 L5 5,0 3,0 4,0

Bom, se vocé tem 1 =30 dados e deseja calcular sua média, precisa somd-

los e dividir este resultado pela quantidade de dados coletadas. Isto é,
30

X,
o ; " 35+2,0+50+7,0+7,0+...+50+3,0+40 1330 _ 4.43
n 30 30
E se esses dados forem apresentados em uma tabela de frequéncia? Ou seja,
na forma:

Nimeros de alunos
Notas dos alunos

(frequéncia)
1,5 2
2,0 3
3,0 2
3,5 4
4,0 6
5,0 7
7,0 3
7,5 2
9,0 1
Total 30
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Neste caso, continuamos com o mesmo ntiimero de elementos (7 =30) e,
para calcularmos sua média, precisamos somar todas medidas e dividir este
resultado pelo total (como feito anteriormente). Para facilitar nossos cdlculos,
podemos ir em busca das "somas parciais” desses dados, como apresentado abaixo:

Niameros de alunos

Notas dos alunos (frequéncia) "somas parciais”
1,5 2 1,5+1,5=3,0
2,0 3 2,0 +2,0+2,0=6,0
3,0 2 3,0 + 3,0 =6,0
3,5 4 3,5+3,5+3,5+3,5=14,0
4,0 6 4,0 +4,0 +... + 4,0 = 24,0
5,0 7 5,0 +5,0 +... +5,0=35,0
7,0 3 7,0+7,0+7,0=21,0
7,5 2 7,5 +7,5=15,0
9,0 1 9,0
Total 30 133,0

E, como jd visto, a média serd
B 133,0

~443.
30

=

Note que o cdlculo das "somas parciais” nada mais é que somar o dado x;

a quantidade de vezes que ele se repete ou, em outras palavras, é somar o dado x;,

f; vezes:
Notas dos alunos Nimeros de alunos "somas parciais”

(x;) (frequéncia f;) (x, 1))

1,5 2 1,5x2=3,0
2,0 3 2,0x3=6,0
3,0 2 3,0x2=6,0
3,5 4 35x4=14,0
4,0 6 4,0x6=24,0
5,0 7 5,0x7=35,0
7,0 3 7,0x3=21,0
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7,5 2 7,5x2=15,0
9,0 1 9,0x1=9,0
Total 30 133,0

Sendo assim, podemos representar o cilculo da média aritmética para
P
dados agrupados na forma:
N
> ()
=1

i=

X=——-

n

onde N é o ntimero de dados diferentes coletados. Apresentando novamente o
cdlculo da média para a tabela de frequéncia:

9
Z(xifi)
¥ =2 = 1330 =4,43.
n 30

Em todos os casos, a média aritmética de um conjunto de medidas é uma
medida que representa o centro da distribui¢io de dados em estudo e, por isso, esta
medida é chamada de medida de tendéncia central. Porém, a média nio é a tnica
medida de tendéncia central. Existem também a mediana e a moda.

v Mediana

Vamos comegar pela mediana! Organizando os dados coletados (em ordem
crescente ou decrescente), a mediana ¢ o valor que ocupa a posi¢io central destes
dados e o representamos por me.

Assim, para encontrarmos a mediana de

35 | 20 | 50 | 70 | 70 | 30 | 40 | 7,0 | 35

precisamos primeiro organizar estes dados:

2,0 3,0 3,5 3,5 4,0 5,0 | 7,0 7,0 7,0

Dos nove dados, somente um estd na posigio central: 4,0 e, portanto,

me = 4,0 . Esta posi¢io ¢ a quinta.

Agora, trabalhando com a amostra:
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3,5 2,0 5,0 7,0 7,0 3,0 4,0 7,0 3,5 5,0

e organizando-a:

2,0 3,0 3.5 3,5 4,0 5,0 5,0 7,0 7,0 | 7,0

observamos que existem dois elementos centrais: 4,0 e 5,0, que ocupam a quinta e
a sexta posicoes. Neste caso, a mediana é a média aritmética dos dois dados
centrais:

~4,0+50
2

Desses exemplos, notamos que, quando a amostra contém uma quantidade

me 45,

n impar de elementos, existe apenas um dado central que ocupa a posigao

n+l1

2

que jd é a mediana me. Agora quando a amostra contém uma quantidade n par de

>

elementos, existem dois elementos centrais que ocupam as posi¢des
n n
E e 5 +1

e a mediana me é a média aritmética desses dois dados.

v" Moda

Vamos ver agora a tltima medida de tendéncia central que vamos estudar:
a moda. Representada por mo, a moda serd o elemento da amostra que possuir
maior frequéncia. Por exemplo, a moda da amostra:

3,5 2,0 50 | 70 | 70 | 30 | 40 | 7,0 | 35 5,0

¢ o dado 7,0 pois possui a maior frequéncia entre estes elementos: 3. Assim,
mo=17,0.

Neste outro exemplo:

7,0 3,5 5,0 9,0 2,0 4,0 5,0 3,0 4,0
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existem dois dados que possuem frequéncia igual a 2 e todos os outros apresentam-
se somente uma vez. Neste caso, a amostra possui duas modas: 4,0 e 5,0. Este
conjunto ¢ chamado de bimodal.

Vamos ver como esse contetido se apresenta nos exercicios? Considere o
seguinte enunciado:

(ENEM - 2010) O quadro seguinte mostra o desempenho de um time de
futebol no dltimo campeonato. A coluna da esquerda mostra o nimero de gols
marcados e a coluna da direita informa em quantos jogos o time marcou aquele
namero de gols.

Gols marcados Quantic‘lade de
partidas
0 5
1 3
2 4
3 3
4 2
5 2
7 1

Se X, Y e Z sdo, respectivamente, a média, a mediana e a moda desta
distribuicao, entio

A X=Y<Z. b)Z<X=Y. oY<Z<X. d)Z<X<Y. eZ<Y<X

Para resolver este exercicio, podemos comegar calculando a média dos
dados. Observe que ocorreram 5 partidas nas quais nenhum gol foi marcado; 3
partidas das quais somente um gol foi marcado; 4 partidas com dois gols; e assim
por diante; totalizando 20 partidas. Sendo assim, para calcularmos a média de 20
dados, precisamos somar estes 20 dados e dividis por 20. Como estes dados estao
agrupados em uma tabela de frequéncias, podemos trabalhar com as "somas
parciais”, como segue:
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Quantidade de "Somas parciais”

Gols marcados (x;) partidas (f,) (x.f)

0 5 0x5=0

1 3 Ix3=3

2 4 2x4=8

3 3 3x3=9

4 2 4x2=8

5 2 5x2=10

7 1 Tx1="7

Total n=20 45

Sendo assim, a média de gols marcados é:

)_C:M:4_52225
n 20

J& para calcularmos a mediana, precisamos que os dados trabalhados (ou
seja, "gols marcados") estejam ordenados em ordem crescente ou decrescente.
Observando a tabela, estes dados jd estao ordenados! Basta encontrarmos, entio, o
dado que se encontra na posi¢ao central destes dados. Sendo um total de 20 dados
nesta amostra (ou seja, uma quantidade par de dados), existem dois elementos
centrais, que se encontram nas posigoes:

2210 e 21=2 s 1=1041=11.
2 2 2 2
Calculando a frequéncia acumulada dos dados, temos:
Quantidade de
Gols marcados (x;) partidas (f,) Frequéncia acumulada

0 5 5
1 3 5+3=38
2 4 8+4=12
3 3 12+3=15
4 2 15+2=17
5 2 17+2=19
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7 1 19+1=20
Total n=20

Isso significa que
e o dado 0 ocupa da primeira & quinta posi¢io;
e o dado 1 ocupa da sexta a oitava posi¢io;
e o dado 2 ocupa da nona a décima segunda posigao;
e o dado 3 ocupa da décima terceira a décima quinta posigao;
e o dado 4 ocupa da décima sexta a décima sétima posicao;
e o dado 5 ocupa da décima oitava & décima nona posi¢ao;

e o dado 7 ocupa a vigésima posigao.

Ou seja, os dados que ocupam a 10* e a 11°* posigdes sao 2 e 2. Logo a
mediana é:

2+2_
2

Finalizando, a moda é o dado com maior frequéncia, ou seja, mo=0.

2.

me =

De acordo com o enunciado, representamos por X, Y e Z sio,
respectivamente, a média, a mediana e a moda da distribuicio dos gols. Ou seja,

X=x=225 Y =me=2 Z=mo=0

e, portanto, obtemos Z <Y < X que identifica a alternativa e como correta.

MEDIDAS DE DISPERSAO

Quando estudamos amostras, vamos em busca de medidas que as
represente e as diferencie das demais amostras coletadas. J4 vimos a média
aritmética, a mediana e a moda, que sdo medidas de tendéncia central (aquelas que
representam o centro da distribui¢do dos dados). Serd que somente elas bastam para
diferenciar amostras?

Observe os exemplos de amostras

Amostra 1 Amostra 2

1 3 5 7 9 3 4 5 6 7
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Estas contém dados diferentes. Embora tenham a mesma quantidade de
dados, estas amostra sao diferentes. Porém, ao calcularmos as medidas de tendéncia
central de cada amostra, temos:

X 2
e Amostra 1: )_C=z l——5—5 md=5
n 5
nio hd moda
X 2
e  Amostra 2: )_CZZ =—5=5 md=5
n 5

nao hd moda

Ou seja, amostras diferentes apresentam as mesmas medidas de tendéncia
central! E como fazer para diferencid-las?

Por isso a importancia das medidas de dispersio. Estas sio medidas que
representam o quanto os dados da amostra estdo disperso com respeito ao centro da
distribuicao de dados estudados.

Vamos estudar duas dessas medidas: a variincia e o desvio padrao.

v" VariAncia

A varidncia é uma medida de representagio da dispersio dos dados
amostrais com respeito ao centro da distribuigao de dados, representado pela média

aritmética da amostra (X ).

Considere como exemplo, os seguintes dados:

35 | 2,0 50 | 70 | 70 | 30 | 40 | 7,0 | 35

Neste caso, os dados estao apresentados de maneira isolada. Sendo assim,
calculamos a varidncia por:

n

> (- %)

2 _ o
g =4 1 ,
n-1
ou seja, precisamos da média aritmética X dos dados para calcularmos a variincia
dos n dados x;. Para facilitar nossos célculos, vamos reorganizar nossa amostra

como a seguir:
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3,5
2,0
5,0
7,0
7,0
3,0
4,0
7,0
3,5

9
25

e, sendo ¥ =—=—"=467, vamos calcular a parcela (xi —x) para cada

dado x;, como segue.

X; (xl. - )_6)2

3,5 (3.5-4,67) =1,37
2,0 (2,0-4,67) =7,13
5,0 (50-4,67) =0,11

2

7,0 (7,0-4,67) =543
7,0 (7,0-4,67) =543
3,0 (3,0-4,67) =2,79
4,0 (4,0-4,67) =0,45

7,0 (7,0-4,67) =543
3,5 (35-4,67) =1,37
Total 29,51

Portanto, a varidncia da amostra em estudo é
9

—\2
2.5 %) 2951

2 =l = =3,69.
n—1 9-1

S =
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E quando os dados sio apresentados de forma agrupada? Neste caso, a
variincia ¢ calculada por

i]zl(xi _)_C)zfi

l

s =

n-1

onde N ¢ o ntimero de dados diferentes que temos.

Vejamos o exemplo abaixo.

Notas dos alunos Numeros de alunos

(x,) (frequéncia f;)
1,5 2
2,0 3
3,0 2
3,5 4
4,0 6
5,0 7
7,0 3
7,5 2
9,0 1

Total 30

Neste caso, para cada dado X;, calculamos a parcela (xi —)_c)z f;- Sabendo

que a média X é aproximadamente 4,43, seguem os cdlculos.

Notas dos alunos Nimeros de alunos )
N (x. —)_c) f
(x) (frequéncia f;) i i
1,5 2 (1,5-4,43) x2=17,17
2,0 (2,0-4,43) x3=17,71

3
3,0 2 (3,0-4,43) x2=4,09
3,5 4 (3,5-4,43)’ x4=3,46
4,0 6 (4,0-4,43) x6=1,11
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5,0 7 (5.0-4,43) x7=2,27

7,0 3 (7,0- 4,43 x3=19,81

7.5 2 (7.5-4,43) x2=18,85

9,0 1 (9.0 - 4,43) x1=20,88
Total 30 105,35

Assim, a varidncia da amostra é

9
—\2

, ;(x"_x) i _ 10535
n—1 30-1

sT = ~3,63.

v" Desvio padrio

Além da variincia, outra medida que representa o quanto os dados
amostrais estdo dispersos em relagio ao centro da distribui¢do ¢ o desvio padrio,
definido como a raiz quadrada positiva da varidncia. Ou seja, se for apresentado os

n dados da amostra de maneira isolada, calculamos o desvio padrio s por

Para esses cilculos, fica mais ficil calcularmos anteriormente a varidncia da
amostra e, em seguida, calcularmos o seu desvio padrio. Voltando aos exemplos

anteriores, sabemos que a variancia da amostra

35 | 2,0 50 | 70 | 70 | 30 | 40 | 7,0 | 35

7

2 . P -
¢ 57 =3,69. Seu desvio padrio ¢, entio,

5 =4/3,69 =1,92.
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Notas dos alunos

Nimeros de alunos

(x,) (frequéncia f;)
1,5 2
2,0 3
3,0 2
3,5 4
4,0 6
5,0 7
7,0 3
7,5 2
9,0 1
Total 30

cn . ) 2 . )
encontramos a varidncia das notas igual a §° =3,63. Portanto, o desvio padrio

dessas notas é

5 =+/3,63 =1,90.

Vamos fazer, agora, o uso desse contetido no seguinte exercicio:

(ENEM - 2010) Marco e Paulo foram classificados em um concurso.

Para classificagio no concurso o candidato deveria obter média aritmética na

pontuagio igual ou superior a 14. Em caso de empate na média, o desempate seria

em favor da pontuag¢do mais regular. No quadro a seguir sio apresentados os

pontos obtidos nas provas de Matemadtica, Portugués e Conhecimentos Gerais, a

média, a mediana e o desvio padrio dos dois candidatos.

Dados dos candidatos no concurso

Conbheci Desvi

Matemitica | Portugués OMMECIMENTOS | \Media | Mediana v

Gerais Padrao
Marco 14 15 16 15 15 0,32
Paulo 8 19 18 15 18 4,97
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O candidato com pontuagio mais regular, portanto mais bem classificado
no concurso, ¢
a) Marco, pois a média e a mediana sdo iguais.
b) Marco, pois obteve menor desvio padrio.
¢) Paulo, pois obteve a maior pontuagio da tabela, 19 em Portugués.
d) Paulo, pois obteve maior mediana.
e) Paulo, pois obteve maior desvio padrao.

Bom, para a classificagio de Marco e Paulo no concurso, esses candidatos
deveriam obter média aritmética na pontuagio das trés disciplinas igual ou superior
a 14. Observando as médias obtidas por ambos, temos nota 15 (superior a
pontuagio minima) e, portanto, somente a média nio basta como medida de
classificagao deles, pois ocorreu empate. Neste caso, o desempate seria em favor da
pontuagao mais regular, ou seja, a pontuagao que possui menor variabilidade.

Retomando nosso contetido, sabemos que as medidas que representam a
varia¢do dos dados amostrais sao as medidas de variacdo: variincia e desvio padrao.
Lembrando que, quanto maior a variagio dos dados amostrais, maior serdo a
varidncia e o desvio padrao. Analogamente, quanto menor a variagio dos dados,
menor serdo essas medidas. Aqui temos os desvios padroes das notas dos dois
candidatos e o candidato que possui pontuagio mais regular é, portanto, o que
possui menor desvio padrido. Podemos notar que este fato ocorre com o Marco e,
assim, concluimos que a resposta correta ¢ a alternativa b.

NOCOES DE PROBABILIDADE

Antes de iniciarmos nossos estudos sobre probabilidade, faremos um breve
estudo de Fatorial e Andlise Combinatéria, a parte da Matemdtica que abrange a
contagem de elementos de um conjunto agrupado sob especificidades particulares.

FATORIAL
Um conceito importante para nossos préximos estudos é o fatorial.

Dado um ndmero natural 7, calcula-se seu fatorial pelo produto de n com

seus antecessores, até o ndmero 1. Ou seja, representando o fatorial de n por n!
(Ié-se: n fatorial), temos:

nl=n-(n—1)-(n-2)-...-2-1, nelIN.

Por exemplo, o fatorial de 6 é
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6!=6-5-4-3-2-1=720.
Da mesma forma, o fatorial de 20 ¢ calculado por
201=20-19-18-17-16-15-14-13-12-11-10-9-8-7-6-5-4-3-2-1

Em particular, temos que o fatorial de 1 ¢ ele mesmo (1!=1) e defini-se o
fatorial de zero (0!) pelo valor 1.

E importante perceber a diferenca entre (n—k)! e nl—k!, pois
considerando, como exemplo, =6 ¢ k =4 temos:

(6-4)1=21=2-1=2
¢, lembrando que 6!=720 ¢ 4=4-3-2.1=24 entio:
6!—4!=720—24=696.
Ou seja, (6—4)! ¢ diferente de 6!—4!.

PRINCIPIO FUNDAMENTAL DA CONTAGEM

O Principio Fundamental da Contagem configura-se numa ferramenta
essencial em diversas dreas, utilizando a multiplicagio como artificio principal.

Para entender seus processos, suponha que vocé precise se arrumar e tem

disponiveis trés calgas e cinco camisas. Quantas maneiras diferentes sao possiveis?
Observe o diagrama a seguir:

Camisa 1 Camisa 1

Camisa 1

Camisa 2 - Camisa 2 Camisa 2

Calga 1 Camisa 3 Calca 2 Camisa 3 Calg¢a 3 Camisa 3
Camisa 4 Camisa 4 Camisa 4

Camisa 5 © Camisa 5 Camisa 5

5 possibilidades + 5 possibilidades + 5 possibilidades

Vocé pode escolher a primeira cal¢a e qualquer uma das cinco camisas,
formando cinco possibilidades. Ou pode escolher a segunda calga e (também)
qualquer uma das cinco camisas, totalizando mais cinco possibilidades. Ou, por
fim, pode escolher a dltima cal¢a, também totalizando mais cinco possibilidades.

Portanto, para as trés calcas e as cinco camisas, vocé tem 15 possibilidades de
escolha.

Em geral, pensamos:

3 calcas x 5 camisas = 15 possibilidades.
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Fazendo uso desse contetido, vamos resolver o seguinte exercicio:

(FUVEST — 2015 — Adaptada) Um “alfabeto minimalista” é constituido
por apenas dois simbolos, representados por * e #. Uma palavra de comprimento n,
n>1, é formada por n escolhas sucessivas de um desses dois simbolos. Por
exemplo, # é uma palavra de comprimento 1 e #*# é uma palavra de comprimento
4. Usando esse alfabeto minimalista, quantas palavras de comprimento menor que
6 podem ser formadas?

Palavras com comprimento menor que 6 sio palavras com comprimentos:
1,2, 3,4 ou 5. Para cada comprimento de palavras solicitadas, teremos:

Comprimento 1: 2=2' =2

Comprimento 2: 2x2 =2 =4
Comprimento 3: 2x2x2 =2 =8
Comprimento 4: 2x2x2x2=2*=16
Comprimento 5: 2x2x2x2x2=2" =32

Logo, sao formadas 24+4+8+16+32 =62 palavras de comprimento
menor que 6.

Mais um exemplo:

(UNICAMP — 2013) Para acomodar a crescente quantidade de veiculos,
estuda-se mudar as placas, atualmente com trés letras e quatro algarismos
numéricos, para quatro letras e trés algarismos numéricos, como estd ilustrado na

figura.

ABC 1234 ABCD 123

Considere o alfabeto com 26 letras e os algarismos de 0 a 9. O aumento
obtido com essa modificagao em relagio ao nimero mdximo de placas em vigor
seria:

a) inferior ao dobro.

b) superior ao dobro e inferior ao triplo.

¢) superior ao triplo e inferior ao quddruplo.
d) mais que o quddruplo.
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Na primeira situagio, tém-se 3 letras e 4 algarismos e o total de
possibilidades é

26%26x26x10x10x10x10 = 26° x10*
Y

letras algarismos

J4 na segunda situacao, 4 letras e 3 algarismos, totalizando

26x26x26x26x10%x10x10=26" x10°
Y

letras algarismos

Portanto, a razio entre os dois valores é:
4 3
26" x10 26
S =20,
26° x10 10
ou seja, o aumento seria de 2,6 —1=1,6, que ¢ inferior a0 dobro do ndimero
méximo de placas em vigor.

Assim, a alternativa correta é a letra a.

PERMUTAGAO SIMPLES

Suponha, neste momento, que vocé e mais dois colegas precisem se
organizar em trés cargos: presidéncia, vice-presidéncia e tesouraria. Como cada
individuo nao pode ocupar mais de um cargo, podemos pensar:

3 pessoas 2 pessoas I pessoa
disponiveis disponiveis disponivel ey eqe

P . X 2 X 2 = 6 possibilidades
Presidente Vice-Presidente Tesoureiro

Ou seja, para o primeiro cargo hd 3 pessoas disponiveis para ocupi-lo, e
para o segundo cargo restam 2 pessoas e para o terceiro cargo, somente uma pessoa
restante. Neste caso, estamos dizemos que estamos permutando 3 elementos e
calculamos

P, =3-2-1=31=6.
Portanto, existem 6 possibilidades de permutar vocé e seus dois colegas
entre os trés cargos existentes.

O conceito de permutagao advém do préprio nome: trata-se do cdlculo de
todas as “trocas” de posi¢des entre n elementos, levando-se em conta sua posicio e
ordem. Calcula-se por

Pro-Reitoria de Extensdo — PROEX



Outro exemplo de permuta¢ido: qual o total de anagramas da palavra
PERMUTA? Como esta palavra possui 7 letras, sem nenhuma letra repetida,
concluimos que existem

P =7=7-6-5-4:3:2-1=5040

anagramas diferentes.

PERMUTACAO COM REPETICOES

E se quisermos calcular a quantidade de anagramas da palavra BANANA?
Observe que, nesta palavra, a letra A repete-se 3 vezes e a letra N repete-se 2 vezes.
Neste caso, as permutas entre as letras A e entre as letras N devem ser
desconsideradas. Assim, ha

32p 6! 6-5-4-31 654
©T 3 31241 21

possibilidades de anagramas da palavra banana.

=6-5-2=60

Quando h4 repetigao de elementos, deve-se usar a expressao:

n!
" abblcl...

sendo n o total de elementos, a a quantidade de repetigées de um dos elementos, b

ab,c,...

a quantidade de repetigdes de outro elemento, ¢ a quantidade de outro, e assim

sucessivamente.
ARRAN]JO

Suponha, agora, que haja a necessidade organizar, entre 10 pessoas, uma
comissdo que contenha um cargo para presidéncia, um para vice-presidente ¢ um
para tesoureiro. Lembrando que cada individuo nio pode ocupar mais de um
cargo, podemos pensar:

9 52y
10 POSSORS o : Pcssf’as % 8 peSSO?S = 720 possibilidades
Presidente Vice-Presidente Tesoureiro
Ou seja,
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10-9-8-7-6-5-4.3.2-1 10! 10!
10-9-8= =—=—.
7-6-5-4-3.2-1 7t (10-3)

Dizemos, nesse caso, que estamos arranjando 3 elementos em um conjunto
de 10 e calculamos de maneira direta:

| |
A= _1O05.9.8-720.
2 (10-3)y 7

De maneira geral, existem situagbes em que ¢é necessirio escolher k
elementos de um conjunto de n elementos e dispd-los em ordem. Para tais
situagdes, utilizamos o conceito de arranjo, calculado por:

n!
An,k =

- (n—k)

COMBINACAO SIMPLES

Como raciocinio inicial, suponha que de um grupo de cinco pessoas, duas
precisam ser selecionadas para atuar como tesoureiros de uma festa beneficente.
Neste caso, as duas pessoas serdo selecionadas para desempenhar o mesmo papel e,
portanto, nio hd a preocupagio com a ordem em que estes estio dispostos.
Considerando as pessoas: A, B, C, D e E, as possibilidades sio:

AeB AeC AeD AeE
BeC BeD BeE
CeD CeE
DeE
Ou seja, existem 10 formas de combinarmos 2 pessoas dentre 5.

E se for preciso combinar 2 pessoas dentre 20? Ou 5 elementos dentre
100? Para a combinacio k elementos dentre n, utilizamos:

n n!
Cn,k = =,
k) ki(n—k)
lembrando que, neste caso, nao importa a ordem dos k elementos selecionados.

Voltando ao exemplo inicial, isto ¢, a combinagio de 2 dentre 5 pessoas
para os cargos de tesouraria, calculamos:
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5 ! ! .4.3 .
c.-[?)- SL_ 8 543 54 o, o
2 \2) 245-2) 23t 2.1-31 2.1

Como aplica(;éo deste conceito, considere o seguinte exercicio:

(UNESP - 2013) Quantos sio os ndimeros naturais que podem ser
decompostos em um produto de quatro fatores primos, positivos e distintos,
considerando que os quatro sejam menores que 30?

Os ntimeros primos menores que 30 sio:
2,3,5,7,11,13,17, 19, 23, 29.

Logo, precisamos multiplicar quatro dentre estes 10 nimeros primos, sem
repeti-los. Como o produto de niimeros reais é comutativo (ou seja, nao importa a
ordem em que os elementos sio multiplicados, o seu resultado serd 0 mesmo), basta
combinar 4 dentre estes 10 elementos. Portanto existem

10 | ! .0.8.7.6!
c. (1= 100 _ 100 _10:9-8:7-61 _ . 0
“{4) a(10-4) 46 4.3.2-1-6!

ndmeros naturais que podem ser decompostos em um produto de quatro fatores
primos, menores que 30, distintos.

PROBABILIDADE

Em geral, ao conhecer um professor, uma curiosidade que surge é "serd que
¢ dificil passar na disciplina com ele?!". Nao é? E se este mesmo professor apresenta-
se a sua sala de aula dizendo: "Costumo ter 80% de aprovagdo na minha
disciplina!". O que isso significa?

Podemos pensar da seguinte forma: 80, a cada 100 alunos, sio aprovados.
Equivalente a 40 alunos aprovados, num grupo de 50. Ou ainda, 20 aprovados, a
cada 25 alunos. Também, 4 alunos aprovados a cada grupo de 5. Ou seja:

807 = 20 _40_20 _4
100 50 25 5

Todas as razdes acima s3o equivalentes e, portanto, podem ser
representadas igualmente pela porcentagem: 80%. Independente da forma em que
fazemos esta leitura, temos: dentre um grupo maior, certa quantidade possui uma
caracteristica. Isto ¢, dentre 100 alunos, 80 sio aprovados. Ou dentre 25 alunos, 20
sio aprovados. E assim por diante. E assim que devemos pensar na probabilidade:
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dentre um grupo de elementos, certa quantidade possui a caracteristica em estudo.
Bom, para conseguirmos formalizar este conceito, precisamos entio de outros
conceitos mais bdsicos.

Dado um experimento a ser estudado, chamamos de ponto amostral cada
possivel resultado que podemos obter e o conjunto de todos os possiveis pontos
amostrais chamamos de espago amostral. Este conjunto serd sempre representado
por S.

Tomando como exemplo o experimento "lancamento de um dado de seis
faces", os resultados: 1, 2, 3, 4, 5, 6 sao os pontos amostrais que podemos ter e o
espago amostral é, entdo,

S ={1,2,3,4,5,6}.

Dentro de um espago amostral, podemos querer estudar a possibilidade de
alguma caracteristica ocorrer. Por exemplo, no langamento do dado de seis faces,
podemos estudar a possibilidade de sair uma face par ou podemos querer estudar a
possibilidade de sair uma face maior que quatro. Cada caracteristica dentro do
espago amostral limita este a um subconjunto de seus pontos amostrais. Este
subconjunto é chamado de evento e ¢ representado por qualquer letra maitscula,
diferente de S. Assim, definindo o evento

E: sair um namero par,
temos o conjunto
E ={2,4,6}.
Da mesma forma, definindo o evento
F: sair um niimero maior que quatro,
obtemos
F ={5,6}.

Sendo os eventos conjuntos, podemos operd-los:

e Evento Unido (EUF)

Este evento é composto pelos pontos amostrais do espago amostral S que
estao em pelo menos um dos eventos, podendo este ponto amostral ser comum a
ambos eventos. Sendo os eventos
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E: sair um nimero par e F: sair um niimero maior que quatro,
o evento unido destes serd

EUF ={2,456}.

e Evento Intersegio (ENF)

Este evento contém os pontos amostrais do espago amostral S que estdo
obrigatoriamente contido em ambos eventos. Voltando aos eventos

E: sair um nimero par e F: sair um niimero maior que quatro,
0 evento interse¢ao destes é, entio,

ENF =16}

e Evento Complementar (E ou E°)

Este evento é composto por todos os pontos amostrais do espago amostral
S que nio estio no evento em estudo. Assim, o evento complementar ao evento

E: sair um nimero par

O~

E ={135}.

Ou seja, o evento complementar ao evento "sair um ndimero par' é "sair

um numero impar".

Definimos assim a probabilidade do evento E, denotado por P(E), pelo

quociente

=7 >
n(S)
sendo n(E) o nimero de elementos do evento E e n(S) o numero de elementos

do espago amostral, S nio vazio.

Do exemplo do lancamento de um dado de seis faces, podemos calcular a

probabilidade de sair um nimero par. Sendo o evento

E: sair um nimero par e n(E) =3
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entao

P(E)=@=§=l=o,50=50%.
2

n(s)

Também a probabilidade de sair um niimero maior que quatro é

P(F)= nF)_2_1_ 6333333330,
6 3

n(S )

onde F é o evento "sair um ndmero maior que quatro”.

Da defini¢io de probabilidade, podemos notar que:

para qualquer espago amostral em estudo. Por isso, chamamos o espago amostral S

de evento certo. Também,

_n((Z))_ 0 B
PO=15 " =

sendo @ o conjunto vazio, ou seja, o conjunto composto por nenhum elemento.

Por este motivo, chamamos @ de evento impossivel.

Agora, considerando E e F dois eventos quaisquer de um espago

amostral S nao vazio, temos as seguintes propriedades:

e 0<P(E)<1
« P(E)=1-P(E)
o P(EUF)=P(E)+P(F)-P(ENF)

o Somente se EmF:@ chamamos estes dC eventos mutuamente

exclusivos e

P(EUF)=P(E)+P(F)

Para exemplificarmos essas propriedades, podemos ir em busca de:

1. no lancamento de um dado de seis faces, a probabilidade de sair um

nliimero que nio seja par.

Considerando o evento
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E: sair um nimero par,

queremos aqui a probabilidade de sair um nimero nio par, ou seja, queremos a

probabilidade do evento complementar E . Utilizando a propriedade,

- 3 6-3 3 1
P(E)—I—P(E)—I—E—T—E—E.

2. no lancamento de um dado de seis faces, a probabilidade de sair um
ndmero par ou um nimero maior que quatro.

Para os eventos
E: sair um nimero par e F: sair um niimero maior que quatro,

queremos a probabilidade de sair um nimero par ou um nimero maior que
quatro. Neste caso, queremos a probabilidade do evento unido E\U F'. Utilizando
a propriedade,

P(EuF):P(E)+P(F)—P(EmF)=%+g——=—=%=§.

3. no lancamento de um dado de seis faces, a probabilidade de sair um

niimero menor que trés ou um nimero maior que quatro.
Agora, para os eventos
F: sair um ndmero maior que quatro e Gt sair um niimero menor que trés,

queremos a probabilidade de sair um niimero menor que trés ou um niimero maior
que quatro. Neste caso, queremos a probabilidade do evento uniio G\U F' . Note
que os eventos F e G sio mutuamente exclusivos. Ou seja, se o evento F ocorrer, 0
evento G nio ocorrerd. Da mesma forma, se o evento G ocorrer, o evento F nao

acontece. Assim, utilizando a propriedade,

2+

2+2_4
6

\S]

+

P(GUF)=P(G)+P(F)= -

N
Ao

Para estes exemplos poderiamos ter trabalhado direto com os pontos
amostrais do espago amostral S = {1,2,3,4,5,6}? Claro que sim! Estes exemplos

sdo simples e foram utilizados somente para a sua ficil visualizagio. Porém em
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muitos casos podemos nio conhecer os pontos amostrais do experimento em
estudo. Neste caso fica mais ficil o uso dessas propriedades.
Ainda trabalhando com probabilidade, definimos a probabilidade de um

evento F', condicionada ao evento E ocorrer, pelo quociente

P(FNE)
P(E)

Por exemplo, podemos calcular a probabilidade de, no langamento de um

P(F/E)=

dado se seis faces, sair um niimero maior que quatro sabendo que este niimero é

par. Considerando os eventos

E: sair um ntimero par e F: sair um nimero maior que quatro,
temos
E={246} e F =1{56}.
Assim,
FNE=1{6}
e, entao, a probabilidade de, dentre os ndmeros pares, sair um niimero maior que
quarto é
1
P(F/E)= P(FmE): 6 _Ix6_6 1
P(E) 3 3x6 18 3
6

Finalizando nossos estudos de probabilidade, vamos estudar eventos
independentes. Para isso, considere £ e F eventos quaisquer de um espago
amostral S nio vazio. Dizemos que E e F' sio eventos independentes e, e

somente se,
P(E/F)=P(E) e P(F/E)=P(F).
Somente neste caso, ou seja, dos eventos £ e F serem independentes,
temos: P(ENF)=P(E)-P(F).

Como exemplo, podemos tomar o lancamento de dois dados de seis faces.
Neste experimento, podemos querer estudar a probabilidade de sair um ndmero
par em ambos os dados. Lembrando que o resultado do langamento do primeiro
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dado nao interfere no resultado do langamento do segundo dado, temos que os
eventos

E, : sair nimero par no primeiro dado;

E, : sair nimero par no segundo dado,
sao independentes. Sendo assim, podemos ler

"a probabilidade de sair um nimero par em ambos os dados"
por
"a probabilidade de sair um nimero par no primeiro dado e no segundo dado"
o que traduzimos por
P(E,NE,).
Como os eventos em estudo sio independentes,

L

P(El mEz):P(El)'P(Ez): 2'2 4

E como esses contetidos sao trabalhados em exercicios? Abaixo seguem trés

questdes para resolvermos.

Questio 1. (ENEM - 2011) Rafael mora no Centro de uma cidade e
decidiu se mudar, por recomendagdes médicas, para uma das regides: Rural,
Comercial, Residencial Urbano ou Residencial Suburbano. A  principal
recomendag¢io médica foi com as temperaturas das "ilhas de calor” da regido, que
deveriam ser inferiores a 31°C. Tais temperaturas so apresentadas no grafico:
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PERFIL DA ILHA DE CALOR URBANA

°F °C
2 7\ b
a1 | gl
90 1’ N\ L1
% \\ ]

88 ,J)" ¥+ 31
o N_ 7N\

86 8. N\ 30

h Ad e B Nd N ‘

Rural Comercial Centro Residencial ~ Residencial

Urbano Suburbano
Fonte: EPA

Escolhendo, aleatoriamente, uma das outras regides para morar, a
probabilidade de ele escolher uma regidao que seja adequada as recomendagoes
médicas é

) 1 b) 1 ) : d) : ) ’

a) — — o) — - e) —

5 4 5 5 4

Bom, para Rafael mudar-se para outra regidao (que nao o Centro, onde
mora atualmente), as possiveis escolhas dele sao as regides: Rural, Comercial,
Residencial Urbano ou Residencial Suburbano. Ou seja, hd quatro possibilidades
de locais para ele morar. Dentro do contetido de probabilidade, isso significa que o
espago amostral dele é composto pelas regides: Rural, Comercial, Residencial
Urbano ou Residencial Suburbano, e, entido, o nimero de elementos no espago
amostral em questao é

n(S)=4.

Porém, dentro desse espago amostral, segundo recomendagdes médias, o
ideal é que ele more em uma regido com temperaturas inferiores a 31°C.
Observando o gréfico, notamos que somente a regido Comercial ndo possui essa
caracteristica. Sendo assim, definindo o evento:

E: regido com temperaturas inferiores a 31°C,
temos E = {Rural, Residencial Urbano, Residencial Suburbano} e, portanto,

n(E)=3.
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Calculando, entao, a probabilidade de Rafael escolher uma regiao que seja
adequada as recomendagoes médicas é

o que nos leva a alternativa e.

Esta questao 1 somente solicitou que nds soubéssemos o conceito de
probabilidade para ser resolvido. E quanto a probabilidade condicionada e aos
eventos independentes? Vamos seguir resolvendo as questdes 2 e 3.

Questiao 2. (ENEM — 2014) Para analisar o desempenho de um método
diagnéstico, realizam-se estudos em populacdes contendo pacientes sadios e
doentes. Quatro situagdes distintas podem acontecer nesse contexto de teste:

1) Paciente TEM a doenga e o resultado do teste é POSITIVO.

2) Paciente TEM a doenca e o resultado do teste ¢ NEGATIVO.

3) Paciente NAO TEM a doenca e o resultado do teste ¢ POSITIVO.
4) Paciente NAO TEM a doenga e o resultado do teste ¢ NEGATIVO.

Um indice de desempenho para avaliagio de um teste diagnéstico é a
sensibilidade, definida como a probabilidade de o resultado do teste ser
POSITIVO se o paciente estiver com a doenga.

O quadro refere-se a um teste diagnéstico para a doenga A, aplicado em
uma amostra composta por duzentos individuos.

Resultado do Doenga A
teste Presente Ausente
Positivo 95 15
Negativo 5 85

BENSENOR, I. M.; LOTUFO, P. A. Epidemiologia:
abordagem prética.
Sao Paulo: Sarvier, 2011 (adaptado).

Conforme o quadro do teste proposto, a sensibilidade dele é de

a) 47,5%.b) 85,0%. c) 86,3%. d) 94,4%. e) 95,0%.
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Para resolver este exercicio, precisamos entender como se calcula a
sensibilidade para uma doenga. Conforme apresentado no enunciado, sensibilidade
¢ definida como a probabilidade de o resultado do teste ser POSITIVO se o
paciente estiver com a doenga. Note que, neste caso estamos trabalhando com duas

informagées distintas sobre os pacientes:

1°: resultado do teste do paciente: positivo ou negativo;
2°: o paciente possuir ou nao a doenga.

Cada uma dessas informagoes gera um evento diferente no nosso estudo

probabilistico:
E: o resultado do teste do paciente é positivo e F: o paciente possui a doenga.

Da defini¢io de sensibilidade, podemos observar também que, para o seu
cdlculo, nio consideramos todos os resultados do espago amostral apresentado, mas
somente os resultados que respeitam uma caracteristica: o paciente estar com a
doenga. Ou seja, temos uma condi¢ao sobre os resultados coletados! Por isso,
trabalhamos com a probabilidade condicionada.

Ler: "a sensibilidade ¢ definida como a probabilidade de o resultado do
teste ser POSITIVO se o paciente estiver com a doenga", significa dizer que a
sensibilidade é definida como a probabilidade de o resultado do teste ser
POSITIVO, condicionada ao fato do paciente estar com a doenga. Queremos,
entdo, aplicando este conceito a doenga A,

n(EmF) 95

P(E/F):P(f((;;:): Z((Iig =200 =19050=0,95=95%.
n(s) 200

Portanto a resposta correta ¢ a alternativa e.

Questio 3. (ENEM — 2013) Uma loja acompanhou o ndimero de
compradores de dois produtos, A e B, durante os meses de janeiro, fevereiro e
mar¢o de 2012. Com isso, obteve este grifico:
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80

80
70
60

WA
[ W]

40
30
20

Numero de compradores
3

20

10

Janeiro Fevereiro Marco

A loja sorteard um brinde entre os compradores do produto A e outro
brinde entre os compradores do produto B. Qual a probabilidade de que os dois
sorteados tenham feito suas compras em fevereiro de 2012?

1 3 5
a) — b) ——¢) —
20 242~ 22

Nesta questdo, a pergunta feita é: "Qual a probabilidade de que os dois

6 7
d - -
) %5 AT

sorteados tenham feito suas compras em fevereiro de 2012?". Note que sio dois
individuos pertencentes a dois grupos distintos que serao sorteados: o grupo dos
individuos que compraram o produto A e o grupo dos que compraram o produto
B. Esta pergunta pode, entdo, ser lida da seguinte forma: "Qual a probabilidade de
que o sorteado comprador do produto A tenha feito compras em fevereiro de 2012
e que o sorteado comprador do produto B tenha feito compras em fevereiro de
2012?".

Definindo, assim, os eventos

E:  ser sorteado comprador do produto A que tenha feito compras em
fevereiro de 2012;

F:  ser sorteado comprador do produto B que tenha feito compras em
fevereiro de 2012,

queremos calcular P(E NF ) Note que, ser sorteado comprador do produto A
que tenha feito compras em fevereiro de 2012 néo interfere no fato de o sorteado
que comprou o produto B tenha feito compras em fevereiro de 2012. Da mesma
forma, sortear um comprador do produto B que tenha feito compras em fevereiro
de 2012 nio interfere que o individuo sorteado que comprou o produto B tenha
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feito compras em fevereiro de 2012. Ou seja, os eventos E e F sio independentes!

Sendo assim, P(E M F) = P(E) P(F)
Vamos, agora, em busca de calcular P(E) e P(F ) Comecemos pelo

evento E. A probabilidade deste evento serd P(E)=%
n

quantidade de elementos que comprou o produto A em fevereiro de 2012 e n(S) é

, onde n(E) é

o total de elementos que comprou o produto A. Observando o gréfico, temos que
n(E)=30 ¢ n(S)=10+30+60=100,

n(E)= 30 3

e, portanto, P(E)= n(S) E = 0

n\E
Da mesma forma, a probabilidade de F serd P(E) = %, onde n(F) é
n
quantidade de elementos que comprou o produto B em fevereiro de 2012 e n(S) ¢

o total de elementos que comprou o produto B. Do grifico, observamos que
n(F)=20 e n(S)=20+20+80=120,

n(F) 20 1

e, portanto, P(F)z n(S) = 120 = g

Voltando 4 questdo inicial, a probabilidade de que os dois sorteados
tenham  feito suas compras em fevereiro de 2012 ¢, entdo,

31 3 1
P(EmF):P(E)-P(F)zﬁ-g:%:%.

Portanto, a resposta correta é a alternativa a.

Nio se esqueca de resolver os exercicios, referentes a este capitulo, que se
encontram no Caderno de Exercicios disponibilizado na pdgina da web.
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6 GEOMETRIA PLANA

O estudo da geometria iniciou-se com a observa¢io da natureza e o
estabelecimento de relagdes envolvendo espagco e formas. Os conhecimentos
geométricos foram usados em muitas aplica¢des prdticas, no mundo antigo, como
marcagbes de terrenos, otimizagao de plantages e desenho de construgdes diversas,
como as piramides do Egito.

A geometria sempre foi considerada uma ciéncia aplicada, cujas descobertas
foram empregadas em muitas dreas, quais sejam: engenharia, arquitetura, design e
computagdo, visando a resolugao de problemas priticos. Assim, até hoje, a
geometria estd muito préxima a nossa vida cotidiana: em casa, na escola, no
trabalho, em objetos que utilizamos. Um pedaco de barbante nos d4 a ideia de um
segmento de reta; um cantinho de nosso quarto, entre o chdo e as duas paredes,
pode nos parecer um ponto; e o tampo da mesa de jantar dd-nos a ideia de um
plano.

Ponto, reta e plano sdo conceitos geométricos primitivos, aceitos sem
defini¢ao, e considerados intuitivos. Sao bdsicos para a construgao de postulados
(ou axiomas) que irdo estabelecer toda uma estrutura légica e formal da
matematica.

Outras nogdes bdsicas de Geometria Plana muito importantes, antes de
iniciarmos os préximos contetidos, sio: lugar geométrico e angulo.

Lugar geométrico: é um conjunto de pontos que satisfazem uma determinada
propriedade. A circunferéncia é o lugar geométrico mais bdsico, definido como o
conjunto de pontos que possuem a mesma distincia de um Unico ponto
denominado como centro.

Angulo: é o espaco de um plano concebido por meio da abertura entre duas
semirretas que possuem uma origem em comum, chamada vértice do 4ngulo. Esta
abertura ¢ medida em radianos ou graus.
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PARALELISMO E PERPENDICULARIDADE

——

W. Cordeiro, Movimento, 1951. L. Sacilotto, Concregio, 1954.
Témpera s/ tela. Oleo s/ tela.
Fonte: AMARAL, 1977.

Nessas obras do Movimento artistico brasileiro denominado Concretismo,
os artistas utilizaram, como forma de expressiao grafica, composi¢oes variadas de
feixes de retas paralelas, cujos pontos que a compdem tem a propriedade de terem a
mesma distdncia uns dos outros. Assim, o lugar geométrico das retas equidistantes
de uma reta "r" ¢ o par de retas paralelas ("s" e "s"") a "r".

P s
d
B r
-]
d 7
s
7

J4 na obra a seguir, o artista utilizou uma composi¢ao combinando retas
perpendiculares umas as outras, ou seja, elas formam um angulo de 90° entre si.

Milton Dacosta, Construgio sobre fundo vermelho, 1959. Oleo s/ tela.

Fonte: NAVES, 1996.
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ANGULOS

As regides formadas entre duas semirretas de mesma origem sio chamadas

de angulos. Observe:

ay \

Os angulos podem ser classificados como:

Angulo Reto: possuem medida igual a 90°.
Angulo Agudo: possui medida menor que 90°.
Angulo Obtuso: possui medida maior que 90°.
Angulo Raso: possui medida igual a 180.

A

N

Angulo Reto Angulo Agudo Angulo Obtuso Angulo Raso

\ 4

> >
> >

\ 4
A

Os angulos também podem ser:
Angulos Complementares: somados, os 4ngulos resultam em 90°.
Angulos Suplementares: somados, os angulos resultam em 180°.

Angulos Replementares: somados, os 4ngulos resultam em 360°.

o
a p g
p p
Angulos Angulos Angulos
Complementares Suplementares Replementares
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POLIGONOS

Para entrar no assunto sobre poligonos, ¢ importante antes tratar sobre a
poligonal, que é caracterizada como uma figura formada por uma sequéncia de
pontos e segmentos de reta, sendo os pontos considerados vértices da poligonal e os

segmentos, seus lados.

Assim, um poligono é uma poligonal que atende a trés condigoes: os lados
da poligonal se interceptam apenas em suas extremidades; cada vértice ¢
extremidade de dois lados; e dois lados com a mesma extremidade nio pertencem a

uma mesma reta.
Assim, um poh’gono possui n lados, n vértices e n éngulos.

Os poligonos podem ser denominados também como convexos e nio
convexos (ou cdncavos). Um poligono é considerado convexo se estiver sempre
contido em um dos semiplanos determinados pelas retas que contém os seus lados.
Além disso, os poligonos convexos nio possuem angulo interno maior que 180°.

_ R A /

Os poligonos nao convexos ou cdncavos possuem, pelo menos, um 4ngulo

interno maior que 180°.

N

Os poligonos também podem ser classificados como regulares ou
irregulares. Os poligonos regulares possuem todos os seus lados congruentes e os
Angulos internos também congruentes.

AOO

Os poligonos que nao sao regulares sao chamados de irregulares.
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TRIANGULOS

O tridngulo ¢ o poligono formado por trés segmentos de retas que se
cruzam duas a duas. Considerado uma figura importante na geometria, o tridngulo
apresenta trés vértices, trés angulos e trés lados.

Os angulos que o tridngulo apresenta podem ser internos ou externos. A
soma dos 4ngulos internos de um tridngulo é 180°.

A B

E a soma dos angulos externos do tridngulo ¢ 360°. Outra relagio
importante entre os Angulos de um tridngulo é que a medida de um 4ngulo externo
¢ igual a soma das medidas dos Angulos internos nio-adjacentes a ele.

Como exemplo, veja como se calcula a medida " x " nos tridngulos dados:

70°
50+70+ x =180
x=180-50-70
a) A 50, x=60

Supondo que o angulo cuja medida

60° nao estd representada no tridngulo
mede y, temos:

3X 759 60+75+y=180=

b)

— y=180—60-75=> y =45
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Sendo assim:

3x+45=180=3x=180-45=3x=135=x=45

CLASSIFICACAO DOS TRIANGULOS

Os tridngulos se classificam quanto 2 medida dos seus lados e quanto 2

medida dos seus 4ngulos.

Classificagao do tridngulo quanto 4 medida dos seus lados:
Triangulo equildtero: apresenta trés lados com medidas iguais;
Triangulo isésceles: apresenta dois lados com medidas iguais;

Tridngulo escaleno: apresenta trés lados com medidas diferentes.

AlLAd

Triangulo Triangulo Triangulo
equilatero isosceles escaleno

Classificagao do tridngulo quanto & medida dos seus dngulos:

Tridngulo acutingulo: todos seus 4ngulos internos possuem medidas menores que

90°, ou seja, agudo;
Triangulo retdngulo: possui um de seus 4ngulos internos igual a 90%

Tridngulo obtusingulo: possui um 4ngulo maior que 90°, ou seja, obtuso.

Ahdd

Triangulo Triangulo Triangulo
acutangulo retangulo obtusangulo
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PONTOS NOTAVEIS DO TRIANGULO

Antes de apresentar os pontos notdveis do tridngulo, é importante
introduzir o conceito de ponto médio (M), o qual se define como o ponto que
divide um segmento de reta dado (AB) em duas partes iguais, que pode ser
verificado na figura a seguir.

I ] |
I | 1

A M B

Ao encontrar o ponto médio de um dos lados de um tridngulo, pode-se
tracar uma reta deste ponto até o vértice oposto, denominada mediana. Ao repetir
este mesmo processo com os outros dois lados do tridngulo, tem-se trés medianas,
que se encontram em um ponto chamado baricentro. Este ponto notdvel equivale
ao centro de equilibrio do tridngulo, ou seu centro de gravidade.

C
A M, B
CM, é uma das trés medianas G é o baricentro
do triangulo ABC. do triangulo ABC.

Ao tragar uma reta que divide ao meio um dos 4ngulos internos do
triingulo, obtém-se a reta chamada bissetriz. Ao tracar as bissetrizes dos outros
dois 4ngulos internos do tridngulo, todas irdo se encontrar em um ponto
denominado incentro. E por meio deste ponto que pode-se tragar uma
circunferéncia inscrita no triéngulo, ou seja, que tangencia seus trés lados.

G (& C
P P
A P, B A P, B A P, B

CP, é uma das trés I é oincentro I é centro da circunferéncia
bissetrizes do triangulo ABC. do triangulo ABC. inscrita ao triangulo ABC.
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Outro ponto notdvel do tridngulo pode ser obtido ao tragar uma reta que
parte de um dos vértices e intercepta o lado oposto formando um 4ngulo de 90°.
Este segmento de reta é chamado altura relativa ao lado AB ou ao vértice C. Ao
encontrar todas as alturas relativas a cada um dos lados, obtém-se o ortocentro, o
qual se apresenta como ponto de intersecio entre elas. Este ponto notdvel pode ser
interno ou externo ao tridngulo.

C C
T,
H T,
ol ol
A T, B A T, B
CT, é a altura relativa ao H é o ortocentro
lado AB ou ao vértice C. do triangulo ABC.

A mediatriz ¢ a reta perpendicular a um dos lados do tridngulo que passa
pelo seu ponto médio. O ponto de encontro das mediatrizes dos lados de um

tridngulo ¢ chamado circuncentro, que se apresenta como equidistante dos
vértices. Assim, ele é o centro da circunferéncia circunscrita ao tridngulo.

C C
r1
M
3 S M,
L

A M, B A M, B
r, € reta mediatriz do lado AB S é o circuncentro S é centro da circunferéncia
do triangulo ABC. do triangulo ABC. circunscrita ao triangulo ABC.

DIAGONAL DE UM POLIGONO CONVEXO

O segmento de reta que une um vértice de um poligono convexo a outro
nao consecutiva a ele é chamado diagonal. A quantidade de diagonais de um
7 " " ’ . ’ " n ’
poligono ("d") é proporcional ao seu nimero de lados ("n") e para calculd-la,

aplica-se a férmula a seguir:

Pro-Reitoria de Extensdo — PROEX



158

_ n.(n-3)
a @ -

Poligono de quatro lados Poligono de cinco lados

QUADRILATEROS

O quadrilitero ¢ um poligono de quatro lados. Existem alguns
quadrildteros considerados notdveis: o paralelogramo e o trapézio. O
paralelogramo possui lados opostos paralelos.

Paralelogramo

Dentre os paralelogramos, existem alguns especiais por possuirem
propriedades especificas. O retingulo é um tipo particular de paralelogramo que
apresenta quatro angulos internos congruentes e retos. O losango ¢ outro tipo de
paralelogramo em que os quatro lados sio congruentes. E o quadrado ¢ o
paralelogramo em que seus quatro lados sio congruentes e seus quatro 4ngulos
internos sio retos.

. <> F

Retangulo Losango Quadrado

O trapézio é outro quadrilitero notével pois possui apenas dois lados
paralelos, denominados bases. O trapézio retdngulo é um tipo especial de trapézio
e possui dois Angulos internos retos. No trapézio isdsceles, seus lados nao-paralelos
sdo congruentes, ¢ no trapézio escaleno, seus lados nao-paralelos nio sio
congruentes.
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Trapézio Retangulo Trapézio Isésceles Trapézio Escaleno

PROPRIEDADES DOS PARALELOGRAMOS:

1) Os lados opostos sio congruentes;

2) A diagonal de um paralelogramo o divide em dois triingulos congruentes;
3) Os 4ngulos opostos s3o congruentes;

3) As diagonais de um paralelogramo interceptam-se em seu ponto médio.
(1) ) @) (4)

PROPRIEDADE DO RETANGULO:

As suas diagonais sao congruentes.

D C

A B

SOMA DOS ANGULOS INTERNOS DE UM POLIGONO

Para determinar a soma dos 4ngulos internos de um poligono, inicia-se
tragando diagonais a fim de formar tridngulos. Como se sabe que a soma dos
angulos internos de um tridngulo ¢ 180°, o raciocinio parte entdo do principio
descrito a seguir.
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Um quadrildtero possui dois tridingulos internos. Assim, a soma dos seus
dngulos internos serd 2 vezes o Angulo de 180°, ou seja, 360°. Em um pentdgono
(poligono de cinco lados), tem-se trés triingulos. Assim, a soma de seus 4ngulos
internos serd 3 vezes 180°, ou 540°. Portanto, pode-se determinar a soma dos
dngulos internos de um poligono pelo nimero de lados ("n") adotando-se a
férmula a seguir.

S, = (n-2).180°

SOMA DOS ANGULOS EXTERNOS DE UM POLIGONO

A soma dos angulos externos de um poligono sempre serd 360°,
independente do niimero de lados que ele possuir.

Exemplo (UNIFESP — 2003): Pentdgonos regulares congruentes podem
ser conectados lado a lado, formando uma estrela de cinco pontas, conforme
destacado na figura a seguir.

Nessas condigbes, o angulo 6 mede:

a) 108° b) 72° ) 54° d) 36° e) 18°
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Resolugdo: Sendo S a soma dos 4ngulos internos, temos que, para um
pentdgono regular:

S=(n—2)-180" =S =(5-2)-180" = 5 =3-180" = § = 540’

Por se tratar de um pentdgono regular, temos que cada ingulo mede

540°

=108". Podemos observar na figura que hd 3 pentigonos unidos pelos

vértices e que, o 4ngulo 0 ¢ replementar 4 soma dos 4ngulos dos trés pentdgonos em
questdo. Sendo assim, temos que 6 mede:

360=0+108-3=0=360—-324=0=36

Resposta: A alternativa correta ¢ a letra d.

MALHAS

Quando se aplicam azulejos e ladrilhos na fase do acabamento de uma
construgdo, seja do piso ou parede de uma casa ou de toda uma calgada, os
operdrios normalmente utilizam formas geométricas para compor toda a 4rea a ser
pavimentada. Essas formas geométricas podem ser poligonos regulares ou
irregulares.

Fotos: Thais R. Ueno Yamada

Um conjunto de poligonos forma uma pavimentagao do plano apenas se o
conjunto cobrir sem cruzamentos o plano, ou seja, todo ponto do plano ird
pertencer a pelo menos um poligono do conjunto, e toda intersec¢ao de dois
poligonos terd drea nula, sem sobreposicdes e sem espagos. Assim, os vértices sio
chamados de nés da pavimentagio e os segmentos de reta sao as arestas.

Para uma perfeita pavimentagio de um plano com poligonos, é necessirio
que a soma dos seus angulos internos em volta de um mesmo né seja exatamente
360°. Dessa forma, podemos ter uma pavimentagio com o mesmo poligono
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regular: tridngulos equildteros, quadrados ou hexdgonos regulares. Nesses casos, sio
obtidas malhas regulares.

£
N\

Também ¢é possivel chegar a uma pavimentagio do plano combinando dois
ou mais poligonos regulares em volta de um né, ou seja, malhas semirregulares:

o G

H4 inclusive a possibilidade de compor pavimentagdes no plano com
poligonos irregulares diversos: retdngulos, trapézios, hexdgonos irregulares,

tridngulos isdsceles entre outros.

[ N[N/
/N /A

SIMETRIA E ISOMETRIA

Maurits Cornelis Escher (1898 -1972) foi um grande artista holandés que
deixou uma variedade de obras as quais trabalham a geometria e a transformagao
das figuras. Fascinado pelos mosaicos mouros do Paldcio de Alhambra, em
Granada, Espanha, ele se dedicou ao estudo da pavimentagio do plano,
transformando geometria em arte e vice-versa por meio da divisdo regular do plano
em figuras geométricas que se transmutam, repetem-se e completam-se. No
preenchimento de superficies, Escher empregava figuras existentes na natureza,
como pdssaros, peixes, pessoas, répteis, obtidos por meio da alteragao de uma forma
geométrica original preservando sua drea inicial.

Observe como Escher chegou ao desenho final de um réptil muito aplicado

em suas gravuras e como ele se complementa perfeitamente.
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Fonte: http://www.uv.es/~buso/escher/totpod_es.html

Como resultado, tem-se esta grande e belissima obra de Escher:

Fonte: The Official Website of M.C.Escher.
Disponivel em: <http://www.mcescher.com>

Observando mais atentamente a construgao desta obra, pode-se dizer que o
artista utilizou principalmente a:

a) translagao

b) simetria axial

¢) simetria em relagio a um ponto
d) rotacio

e) reflexao

Antes de responder a essa questio, é preciso definir o conceito de simetria e
cada uma das alternativas apresentadas.
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Simetria é a semelhanga exata de uma figura em relagio a um ponto, linha
ou plano. Dada uma imagem, a sua correspondente simétrica ird preservar suas
dimensées e 4ngulos, mas nem sempre manterd a dire¢o e o sentido de suas virias
partes.

Exemplos de simetrias podem ser facilmente encontrados na natureza e nos

objetos que 0 Homem produz: nas asas de uma borboleta, nas pétalas de uma flor,
nos flocos de neve, em uma concha do mar; na arquitetura, artes, engenharia.

Judith Lauand, Espaco virtual, Augusto de Campos, Viva Vaia, 1974.
1960. Témpera s/ tela. Papel.
Fonte: O Museu de Arte Fonte: Campos, A. Plaza, 1974.

Contemporinea da Universidade de
Sao Paulo, 1990

Simetria em relagio a um eixo (axial) ou a um ponto

Simetria axial: também considerada como simetria em relagio a retas, é
aquela onde pontos, objetos ou suas partes sao a reprodugao espelhada um do

outro, com respeito a uma reta dada, denominada eixo de simetria.

Simetria a um ponto ou central: duas figuras sio simétricas em relagio a
um ponto dado O chamado centro da simetria quando cada um dos pontos de

uma figura é o simétrico com respeito ao da outra figura.
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ISOMETRIA

A isometria ¢ a transformagio geométrica de uma figura, mantendo-se as
distAncias entre os pontos que a constituem. Ou seja, os segmentos da figura
transformada por isometria sio geometricamente iguais aos da figura original,
podendo variar a dire¢io e o sentido, mas mantendo também os 4ngulos.

Translagao: Repeti¢io e deslocamento da forma ao longo de uma linha
através de um ritmo estabelecido, sem gir-lo ou refleti-lo.

YUY 0N

Rotagio: Giro de uma forma em torno de um eixo, considerando que

todos os seus pontos percorrerdo um 4angulo de medida constante no mesmo

sentido, a partir de um ponto fixo.

R

Reflexio: Simetria bilateral determinada por um eixo que serve de

referéncia para a imagem refletida da figura original e que pode interceptar a figura
ou nao.
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N

Agora vocé pode responder A questao apresentada anteriormente.

SEMELHANCA DE FIGURAS GEOMETRICAS PLANAS

" TBIENAL o
.}‘ v ';; N
7 ff R
/ w \ N\
= |
\ \\\ \
\ \ \\. /
'\‘\ y N B,
\i'\/ N
=— N
—
Antonio Maluf, Cartaz da I Bienal de Fonte: MUNARI, 1997.

S4do Paulo, 1951.
Fonte: Projeto Arte Brasileira..., 1977.
Nas duas imagens anteriores, hd a aplicagio de um recurso muito
interessante, o qual consiste de figuras semelhantes, ou seja, a mesma figura ¢
ampliada ou reduzida da seguinte maneira:

* Os 4ngulos correspondentes devem ser iguais (congruentes);

*Os comprimentos COI‘I‘CSpOIlantCS devem ser proporcionais.

Para trabalhar o conceito de semelhanca entre figuras geométricas, aplica-se
a homotetia, que une semelhan¢a com paralelismo. As figuras homotéticas sao, ao
mesmo, semelhantes e possuem lados homélogos paralelos entre si, pois se reduz ou

se amplia uma figura a partir de um centro (ponto fixo) e de uma razio dada (cujo
simbolo é "k").
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N \

Os circulos e os quadrados sao figuras geométricas planas que sao sempre
semelhantes. J4 os retAngulos, triAngulos e outros poligonos nem sempre o so.

FEIXE DE PARALELAS

Feixe de retas paralelas é um conjunto de retas distintas de um plano que
sdo paralelas entre si. A reta transversal é a que intersecciona todas as retas do feixe.
non m"mon

As retas "t", "s" e "t" fazem parte de um feixe de retas paralelas e as retas "x" e "y"
$40 as transversais.

TEOREMA DE TALES

Tales de Mileto é reconhecido como primeiro filésofo do Ocidente e
apontado como um dos sete sibios da Grécia Antiga. Tales desenvolveu atividades
enquanto filésofo, matemdtico, engenheiro, homem de negécios e astrénomo.
Enquanto matemadtico, seus estudos na Geometria possuem relevancia até os dias
atuais: foi Tales quem provou que os 4ngulos da base dos tridngulos isésceles sao
semelhantes, mostrou o teorema que afirma sobre dois tridngulos com dois 4ngulos
de um lado, respectivamente, iguais, sio iguais. O filésofo também disse que todo
didmetro divide um circulo em duas partes iguais, entre outros descobrimentos.

Um dos principais teoremas que sio utilizados em geometria é o Teorema
que leva seu nome, o Teorema de Tales. Esse teorema tem vidrias aplicagées no
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cotidiano, sendo utilizado aliado a semelhanga de tridngulos para medir, por

exemplo, distAncias inacessiveis.

O enunciado do teorema diz que “Um feixe de paralelas determina, em

duas transversais quaisquer, segmentos proporcionais”, como ilustra a figura abaixo.

Al N\ :

/ \ , AB _ AB’
B B S BC BC

ou
C C t
AC _ AC
/ \ AB  AB
X y

Exemplos:
1) Na figura, sendo a // b //c, o valor de x é: Segundo teorema de Tales, temos
c que:
g " 2 3
// —_ =
2 =
—1 3 | 5 x
2x=15
x=175
\'\n
2 5

2) No triangulo ACD abaixo, os segmentos BE e CD sio paralelos.

A Pelo teorema de Tales, temos que:
(4x-4) (4x+12)
4 6

(4x—4)-6 =(4x+12)-4
24x—24=16x+48

8x=172
x=2=9
8
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TEOREMA DA BISSETRIZ INTERNA

Outro instrumento importante para o estudo dos tridngulos é o Teorema
da Bissetriz Interna, em que a bissetriz de um 4angulo interno de um tridngulo
etermina, sobre o lado oposto, segmentos proporcionais aos lados pertencentes aos
det bre o lad t t lad t t
do angulo considerado”.

A

A
OC é a reta bissetriz do angulo AOB

O
B

Dado um tridingulo ABC e tracando uma bissetriz interna do 4ngulo C,
determina-se o ponto P no segmento AB.

C
Pelo Teorema da Bissetriz Interna, tem-se:
CA = AP - CA _CB
CB PB AP PB
A P B

TRIANGULOS SEMELHANTES

Dois tridngulos sdo semelhantes se, e somente se, possuem os trés angulos
ordenadamente congruentes e os lados homélogos proporcionais.
oz
AABC~AABC <(p=p
Y=y

sendo k uma constante
de proporcionalidade.

CASOS DE SEMELHANCA

Considerando os lados e os 4dngulos dos tridngulos, é possivel determinar
quando os tridngulos sao semelhantes em alguns casos.
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Caso Angulo — Angulo (AA)
Dois tridngulos sio semelhantes quando possuem dois 4ngulos

respectivamente Cco ngruentes.
A D
| /(O\ C /<O\
L F

= AABC ~ADEF

o >
1

m O

Caso Lado-Lado-Lado (LLL)
Dois tridngulos sao semelhantes quando possuem os lados respectivamente

D
A
Bﬁc |
E ' F

AB al I = AABC ~ADEF

proporcionais.

DE DF EF

Caso Lado—Angqu-Lado (LAL)
Dois tridngulos sdo semelhantes quando possuem dois lados

respectivamente proporcionais e os angulos compreendidos entre esses lados

Cco ngruentes .
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| /QD\\
/Q\ | |
B (B

AB _ AC o A=D = AABC~ADEF

DE DF

Exemplo: aponte quais triingulos abaixo sio semelhantes e justifique.

P U TN
5 el
‘ & 30° 10 f)
b) 5 7 7
4 7

60

Resposta: (Os tridngulos "a" e "e" sio semelhantes, pois seus trés lados sao
respectivamente proporcionais. O angulos internos do tridngulo "b" sao 90°, 60° e
30°, pois a soma dos angulos internos de um tridngulo é 180°. Com este mesmo
raciocinio, nota-se que os angulos do tridngulo "d" sdo congruentes aos do
triangulo "b". Assim, os tridngulos "b" e "d" sdo semelhantes).

RELACOES METRICAS DO TRIANGULO RETANGULO

Pelo Teorema de Pitdgoras, em um tridngulo retingulo, a medida da
hipotenusa (lado do tridngulo oposto ao 4ngulo de 90°) ao quadrado ¢ igual a soma
das medidas ao quadrado de seus catetos.

a ¢ a hipotenusa do triangulo retangulo.
b e ¢ sdo catetos do tridngulo retangulo.

a’=b’+ ¢’
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Tragando-se a altura relativa a hipotenusa, divide-se o triingulo ABC em
dois tridngulos semelhantes a ele e entre si. A partir da semelhanga de tridngulos,
pode-se obter as seguintes relagoes:

1) h*=m.n
2)b.c=ah
3)b’=an
- il >|< 2 5
) 2 ' 4)c’=a.m

RELACOES TRIGONOMETRICAS NO TRIANGULO RETANGULO

A trigonometria no tridngulo retingulo é uma ferramenta bastante
utilizada para o cédlculo de distAncias. Para podermos estudar as relagoes
trigonométricas, utilizamos as mesmas nomeagoes dos lados do tridngulo abordados
anteriormente.

A

a é a hipotenusa do triangulo retangulo.
b e ¢ séo catetos do triangulo retangulo.
Além do angulo reto, tem-se 0L e 3,
que sao angulos agudos.

a
As relagdes trigonométricas no tridngulo retingulo estabelecem certas

razdes envolvendo o estudo dos 4ngulos e das medidas dos lados tridngulo.

O seno de um 4ngulo no tridngulo retingulo é a razio entre o cateto
oposto e a hipotenusa.

O cosseno de um 4ngulo no tridngulo retingulo é a razio entre o cateto
adjacente e a hipotenusa.

A tangente de um 4ngulo no tridngulo retingulo ¢ a razdo entre o cateto
oposto e o cateto adjacente.

cateto oposto cateto adjacente cateto oposto
seno = ——— cosseno= —— tangente = ——
hipotenusa hipotenusa cateto adjacente
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Definidas as razdes trigonométricas, obtemos as seguintes igualdades para o
tridngulo retdngulo abaixo:

A

a
Pelo éngulo o.: Pelo angulo f:
cateto oposto b cateto oposto c
sena=+=— senﬁ:_—pz_
hipotenusa a hipotenusa a
cateto adjacente e cateto adjacente b
cosl = ——— = —— cosB=.—.=._
hipotenusa a hipotenusa a
cateto oposto b cateto oposto c
o f . SHEERED &
cateto adjacente c cateto adjacente b

Como exemplo, calcule o seno, cosseno e tangente nos tridngulos abaixo
em relagdo aos Angulos ABC e DEF.

A D
9 12 8 10
5 o o
B 15 & 6
Veja que, para cada tridngulo, temos que:
ABC DEF
8
sena=—=0,6 senb=—=0,8
15 10
2
cosa=—=0,8 cosb:£=0,6
15 10
9 8
tga=—=0,75 tgb=—=133
8 12 8 6

Pro-Reitoria de Extensdo — PROEX



174

APOTEMAS DOS POLIGONOS REGULARES

Em um poligono regular inscrito numa circunferéncia, o segmento de reta
perpendicular a um dos lados da figura e que parte do centro da circunferéncia que
o circunscreve ¢ chamado de ap6tema.

Apdtema

v

A medida da apdtema estd diretamente relacionada ao raio da
circunferéncia em que estd inscrito, as medidas do 4ngulo central e do lado do
tridngulo que forma o poligono.

Na figura a seguir, sabe-se que, se o raio da circunferéncia mede 4 cm, o
lado do hexdgono regular inscrito também ¢é igual. A partir do Teorema de

r’ =h® +(%)2

Pitdgoras, determina-se a medida do apStema.

4> =h’+(2)
h| X 16=h>+4
h?=16-4

2 h=+12
I h=23

PERIMETROS E AREAS DE FIGURAS GEOMETRICAS PLANAS

A medida do perimetro de um poligono é dada pela soma das medidas de
seus lados.
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e
p=atb+c

Quando medimos superficies como terrenos, piso de um quarto ou a
parede de um banheiro, obtemos um valor que representa sua drea.

Area de um retingulo: obtida pelas medidas de seu comprimento "b" e de sua
largura "h" (ou base b ¢ altura h), ou seja, A (drea) = b x h. Para obter-se a drea de
um quadrado, utiliza-se da mesmas medidas. Assim, como as medidas de
comprimento e largura (ou base e altura) sio iguais, temos: A (drea) = b x b = b%.

A

A=b.h

Area de um paralelogramo: obtida pelas medidas de seu comprimento "b" e de sua
largura "h" (ou base b e altura h), ou seja, A (4rea) = b x h. E a mesma férmula
para a obten¢do da drea do retingulo pois utiliza-se do raciocinio de que é possivel
cortar um tridngulo retdngulo em uma das pontas do paralelogramo e deslocd-lo
para o outro lado, formando um retangulo.

]
/ /
/ /
h
75 /
Y ! L
b

-

~
B

A=b.h
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Area de um trapézio: obtida pelas medidas de seu comprimento maior "B", de seu
comprimento menor "b" e de sua largura "h" (ou base maior B, base menor b e

altura h). Essa férmula é obtida empregando-se o raciocinio de que dois trapézios
formam um paralelogramo.

b B
—t . .
/ \ | |
\
h \ h
\\
Y \
. s B B s ]
A= (B+b)h A= (B+b).h
2 2

Area de um tridngulo: obtida pelas medidas de seu comprimento "b" e de sua
largura "h" (ou base b e altura h). Essa férmula apela para o raciocinio de que dois
tridngulos formam um retdngulo. Mas também pode ser obtida por outros meios:

YASD/AWVAY

SR — o &
A=_bh A=_ab.sena_ A= V p.(p-a).(p-b).(p-c)

2 2
sendo p= (atb+c)

e NS

A=p.r A=_ab.c

4R
sendo p= m
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CIRCUNFERENCIAS

Circunferéncia ¢ a curva plana cujos pontos sio equidistantes de um
mesmo ponto denominado centro da circunferéncia. Esta distincia do centro a
qualquer um dos pontos da circunferéncia é o raio. Corda é o segmento
determinado por dois pontos quaisquer da circunferéncia e o didmetro é a corda
que passa pelo centro da circunferéncia. Arco é uma parte da circunferéncia
limitada por dois pontos. Flecha ¢ o segmento de reta que une o ponto médio da

corda ao ponto médio do arco correspondente.

Secante ¢ a reta que intercepta a circunferéncia em dois pontos distintos e
reta tangente ¢ a que intercepta a circunferéncia em apenas um ponto, chamado de
ponto de tangéncia. A tangente é perpendicular A reta que liga o centro da
circunferéncia ao ponto de tangéncia.

A ‘
corda B -
diametro
-+ C D
O v
reta secante reta tangente

arco flech

'B AB £
c

Duas ou mais circunferéncias podem ser secantes, tangentes ou

[

—

concéntricas (o centro é mesmo).

Cp (R

Circunferéncias Circunferéncias Circunferéncias
secantes tangentes concéntricas

O circulo ¢ a superficie plana e fechada, limitada pela circunferéncia. Se
delimitarmos uma drea do circulo pelo seu didmetro e pelo arco correspondente,
temos o semicirculo. Se o delimitarmos por uma corda e pelo arco correspondente,
temos um segmento circular de uma base. Se ele estiver delimitado por duas

Pro-Reitoria de Extensdo — PROEX



178

cordas paralelas e pelos arcos compreendidos entre elas, tem-se o segmento
circular de duas bases. O setor circular é delimitado por um arco e pelos raios
passam pelos seus pontos extremos, podendo ser menor ou maior. A coroa circular
¢ a drea do circulo compreendida entre duas circunferéncias concéntricas.

Q@SOS

Circulo Semicirculo Segmento circular Segmento circular
de uma base de duas bases
Setor circular Setor circular Coroa circular
menor maior

O comprimento de uma circunferéncia ¢ determinado supondo-se que
sobre ela tem-se um fio qualquer, o qual é cortado em determinado ponto e
esticado como um segmento de reta. Assim, tem-se um segmento AB, o qual se
denomina medida do comprimento da circunferéncia. Para se chegar a essa medida,
utiliza-se C=2.1.r, sendo @ o ntimero irracional e o raio "r" da circunferéncia.

I |

= =0

A B

Para obter a drea do circulo de raio "r" tem-se: Area=m.r>

Comprimento de arcos de circunferéncia

O 4ngulo formado pelos segmentos de reta AO e OB, com vértice no
centro, ¢ chamado 4ngulo central. O 4ngulo central determina dois arcos na
circunferéncia.
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‘ AOB = angulo central

B Q“‘*.‘,"J - ,f»“‘,’;B

Para se medir o comprimento de arcos de circunferéncia, utiliza-se dois
tipos de unidade de medida: grau e radiano.

Arco de 1° (um grau) é aquele cujo comprimento ¢é igual a 1/360 do
comprimento da circunferéncia. Assim, um arco de uma volta completa
corresponde a 360°. Ao dividir este arco de 1° em 60 partes, cada uma destas partes
corresponderd a 1' (um minuto). Se repetirmos este processo com 1', teremos
partes de 1" (um segundo). Assim, 1o corresponde a 60" e 1' corresponde a 60".

O arco de um radiano (1 rad) possui um comprimento igual ao raio da
circunferéncia em que estd contido. Assim, um arco de 3 rad de uma circunferéncia
corresponde ao arco de comprimento correspondente a trés vezes a medida de seu
raio.

ssim, a medida do Angulo central em radianos corresponde a razao do
A dida d gul tral d d d
comprimento do arco ("l") pelo seu raio ("r").

POTENCIA DE UM PONTO EM RELACAO A UMA
CIRCUNFERENCIA

Poténcia interior a circunferéncia

Considerando um ponto P interior a uma circunferéncia e duas cordas AB
e CD que contenham o ponto, tem-se os triingulos PAD e PBC, os quais possuem
angulos iguais, respectivamente, sendo, portanto, semelhantes e seus lados
proporcionais. Assim:

Pro-Reitoria de Extensdo — PROEX



180

Poténcia do ponto P em

PA PD relagdo a circunferéncia

PC " PB
p=PA.PB

Ponto exterior a circunferéncia

Considerando um ponto P exterior a uma circunferéncia e duas secantes
PAB ¢ PCD que contenham o ponto, tem-se os triingulos PAD e PBC, os quais
possuem 4ngulos iguais, respectivamente, sendo, portanto, semelhantes e seus lados
proporcionais. Assim:

A Poténcia do ponto P em
PA _ PD relagéo a circunferéncia
PC ~ PB
p=PA.PB

B

Agora que vocé conhece mais sobre Geometria Plana, vamos ver a seguir
como esses conteddos sio trabalhados em questdes do ENEM e de outros
vestibulares.

(ENEM - 2002): Na construgao civil, ¢ muito comum a utilizagao de
ladrilhos ou azulejos com a forma de poligonos para o revestimento de pisos ou
paredes. Entretanto, nio sio todas as combinagdes de poligonos que se prestam a
pavimentar uma superficie plana, sem que haja falhas ou superposi¢oes de ladrilhos,
como ilustram as figuras:

VARV EREVEREVERN

L!EL"JL‘ JL"J

ﬁh‘ﬁﬂﬁﬂﬁﬂ

A ANE AN AN
VAR VERVERVER

Figura 1: Ladrilhos retangulares Figura 2: Heptagonos regulares ndo pavimentam
pavimentando o plano o plano (ha falhas ou superposicao)
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A tabela traz uma relagao de alguns poligonos regulares, com as respectivas
medidas de seus 4ngulos internos.

Nome Tridngulo Quadrado Pentagono Hexagono Octégono Eneagono
o m <:> O O
Angulo interno 60° 90° 108° 120° 135° 140°

Se um arquiteto deseja utilizar uma combinagio de dois tipos diferentes de
ladrilhos entre os poligonos da tabela, sendo um deles octogonal, o outro tipo
escolhido devera ter a forma de um:

a) tridngulo b) quadrado ¢) pentdgono d) hexdgonoe) enedgono

Resposta: A alternativa correta é a letra b.

(UFSCar): A figura 1 representa um determinado encaixe no plano de 7
ladrilhos poligonais regulares (1 hexdgono, 2 tridngulos, 4 quadrados), sem
sobreposigdes e cortes.

L5 &

Figura 1 Figura 2

Em relagio aos 6 ladrilhos triangulares colocados perfeitamente nos
espagos da figura 1, como indicado na figura 2, ¢ correto dizer que:

a) 2 sao tridngulos equildteros e 4 sao tridngulos isdsceles de angulo da base

medindo 15°.
b) 2 sio tridngulos equildteros e 4 sio tridngulos isésceles de angulo da base
medindo 30°.

¢) 2 sao tridngulos isésceles de 4ngulo da base medindo 50° e 4 sdo tridngulos
isésceles de Angulo da base medindo 30°.

d) 2 sao tridngulos equildteros e 4 sdo triingulos retAngulos isdsceles.
e) 2 sio tridngulos equildteros e 4 sio triingulos escalenos.

Resposta: A alternativa correta ¢ a letra d.
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(ENEM - 2011)

Disponivel em: http://www.diaadia.pr.gov.br. Acesso em: 28 abr. 2010.

O poligono que d4 forma a essa cal¢ada é invariante por rotagdes, em torno
de seu centro, de:

a) 45° b) 60° ) 90° d) 120° e) 180°

Resolugio: O 4ngulo de rotagao no centro da figura deve ser de 360 graus.
Assim, por decomposicio da figura temos 360/3, que ¢ igual a 120 graus.

Resposta: A alternativa correta é a letra d.

(ENEM - 2009): O governo cedeu terrenos para que familias
construissem suas residéncias com a condi¢io de que no minimo 94% da drea do
terreno fosse mantida como 4rea de preservacio ambiental. Ao receber o terreno
retangular ABCD, em que AB = BC/2, Antonio demarcou uma 4rea quadrada no
vértice A, para a constru¢io de sua residéncia, de acordo com o desenho, no qual

AE = AB/5 ¢ o lado do quadrado.
B C

—
A E D

Nesse caso, a drea definida por Antonio atingiria exatamente o limite

determinado pela condigio se ele:
a) duplicasse a medida do lado do quadrado.
b) triplicasse a medida do lado do quadrado.
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¢) triplicasse a drea do quadrado.
d) ampliasse a medida do lado do quadrado em 4%.
e) ampliasse a drea do quadrado em 4%.

Resolugio: Consideremos AE=x. Logo, a drea do quadradinho com

lado AE ¢ x’ e a 4rea do terreno ABCDE ¢é 5x-10x=50x". Comparando as
duas dreas, percebemos que a drea demarcada por Antdnio corresponde a 2% da
drea total do terreno. Dessa forma, Antdnio atingiria o limite determinado pelas
condigoes exigidas, que é de 6%, se ele triplicasse a drea do quadrado.

Resposta: A alternativa correta é a letra c.

(ENEM - 2012): O losango representado na Figura 1 foi formado
pela unido dos centros das quatro circunferéncias tangentes, de raios de mesma
medida.

Figura 1

Dobrando-se o raio de duas das circunferéncias centradas em vértices
opostos do losango e ainda mantendo-se a configuragao das tangéncias, obtém-se
uma situagio conforme ilustrada pela Figura 2.

Figura 2
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O perimetro do losango da Figura 2, quando comparado ao perimetro do
losango da Figura 1, teve um aumento de:

a) 300% b) 200% c) 150% d) 100% e) 50%

Resolugio: Vamos considerar o raio da Figura 1 como sendo 1. Neste caso
temos o raios, o que nos d4 perimetro igual a 8. Na figura 2 temos 4 raios, cada um
deles medindo 1 e 4 raios, cada um deles medindo 2. Sendo assim, o perimetro do
losango da figura 2 ¢ 12. Portanto, o aumento do perimetro da figura em relagao a
figura 1 é 4, ou seja, 50%.

Resposta: A alternativa correta é a letra e.

(ENEM - 2008): O tangram é um jogo oriental antigo, uma espécie de
quebra-cabega, constituido de sete pegas: 5 tridngulos retingulos e isdsceles, 1
paralelogramo e 1 quadrado. Essas pecas sao obtidas recortando-se um quadrado
de acordo com o esquema da figura 1. Utilizando-se todas as sete pegas, é possivel

representar uma grande diversidade de formas, como as exemplificadas nas figuras

AN

2e3.

IR A

Figura 1 Figura 2 Figura 3

Se o lado AB do hexdgono mostrado na figura 2 mede 2 cm, entio a drea
da figura 3, que representa uma “casinha”, é igual a

a) 4 cm?’b) 8 cm? c) 12 cm? d) 14 cm? e) 16 cm?

Resolugiao: Como o lado do hexdgono é 2 ¢m, olhando para a figura 1, a
diagonal do quadrado mede 4 cm. Dessa forma, a drea do quadrado da figura 1 ¢ 8
2 7 A ~ . . 7 <« . » 7 7
cm’. Como a drea das trés figuras sdo iguais, a drea da “casinha” também serd 8

sz.

Resposta: A alternativa correta é a letra b.
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(ENEM - 2002): As cidades de Quito e Cingapura encontram-se
proximas a linha do equador e em pontos diametralmente opostos no globo
terrestre. Considerando o raio da Terra igual a 6370 km, pode-se afirmar que um
avido saindo de Quito, voando em media 800 km/h, descontando as paradas de
escala, chega a Cingapura em aproximadamente:

a) 16 horas b) 20 horas c) 25 horas d) 32 horas e) 36 horas

Resolugio: Considerando que Quito e Cingapura estdo localizadas nas
extremidades do diAmetro da circunferéncia de raio 6370 km, sabe-se que o
comprimento da circunferéncia é calculado a partir da férmula C=2-7-r.
Assim, chega-se ao valor de 40.022,77 km. Como, a distincia entre as duas cidades
¢ metade deste valor, chega-se ao tempo final de viagem de 25 h, dividindo-se a
distdncia obtida por 800.

Resposta: A alternativa correta é a letra c.

(Fuvest — 2010): Na figura, o trisngulo ABC ¢ retingulo com catetos BC
=3 e AB = 4. Além disso, o ponto D pertence ao cateto AB, o ponto E pertence ao
cateto BC e o ponto F pertence a hipotenusa AC, de tal forma que DECF seja um

paralelogramo. Se DE = 5 , entao a drea do paralelogramo DECF vale:

A
D F
-
B E (0]
63 12 58 56 11
a) - b)— c) —_— d) — C) J—
25 5 25 25 5

Resolugio: Para calcular a drea do paralelogramo DECEF ¢ necessdrio obter
a medida do segmento EC e do segmento DB, pois o primeiro corresponde a base

do paralelogramo e o segundo a altura do mesmo. Pelo Teorema de Pitdgoras,
encontra-se a medida da hipotenusa AC do tridngulo ABC (5) e pelo Teorema de

Tales, obtém-se o valor de DB (—) Pelo mesmo procedimento, encontra-se o
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1
valor de EC (EJ Assim, o célculo da drea do paralelogramo chega ao resultado

de (QJ .
25

Resposta: A alternativa correta é a letra a.

(Fuvest): Na figura abaixo, ABC é um tridngulo equildtero de lado igual a
2. MN, NP e PM sio arcos de circunferéncias com centros nos vértices A, B e C,
respectivamente, e de raio todos iguais a 1. A 4rea da regiao sombreada é:

A

C P B

a>\/§—%” b)[-% C)Q@_g d) 43-21 ¢ 8J/3-3n

Resolugio: Para obter a drea da parte hachurada, é necessirio saber a drea
do tridngulo e dos trés setores circulares. Assim, a drea do tridngulo pode ser

calculada pela férmula \/p X (p - a)x (p - b)x (p . c) sendo p= (a%w i

obtendo-se o valor V3. Os trés setores circulares sio iguais e sua drea corresponde

a metade da drea da circunferéncia de raio 1. Assim, chega-se ao valor —. Com

. , e n
isso, a drea da parte hachurada ¢é - 5

Resposta: A alternativa correta é a letra b.

Nio se esquega de resolver os exercicios, referentes a este capitulo, que se
encontram no Caderno de Exercicios disponibilizado na pdgina da web.
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7 GEOMETRIA ESPACIAL

Neste capitulo serdo estudados os poliedros e corpos redondos, enfatizando

a parte métrica, ou seja, dreas e volumes.

Vamos considerar um poliedro como sendo um sélido geométrico
formado por um ndmero finito de poligonos, denominados de faces, onde cada
lado desse poligono também ¢ lado de um, e apenas de um, lado de outro poligono
(esse lado serd chamado de aresta). Quando a superficie do sélido for arredondada,

denominamos de corpos redondos.

De forma geral reconhecemos que um poliedro ¢ convexo, em relagio a
uma de suas faces, quando, ao passar um plano por qualquer uma de suas faces,
deixa todas as outras faces situadas no mesmo lado do plano. Caso contririo, o
poliedro serd nao convexo.

Poliedro Convexo Poliedro Nio Convexo
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POLIEDRO REGULARES

Sdo poliedros convexos em que todas as faces sio poligonos regulares e
iguais. Existem 5, e somente 5, poliedros regulares sio: hexaedro, tetraedro,
octaedro, dodecaedro e icosaedro. Esses poliedros também sio chamados de

poliedros de Platao.

o A

Hexaedro regular Octaedro regular Tetraedro regular
(cubo)
Icosaedro regular Dodecaedro regular

Fonte: http://mundoeducacao.bol.uol.com.br/matematica/poliedros-regulares.htm

RELACAO DE EULER

Para todos os poliedros regulares, determine o nimero de faces, arestas e

vértices. A seguir, veja se consegue encontrar alguma relacio entre esses elementos.

Leonhard Euler (1707-1783) descobriu uma importante relagio entre as
arestas, faces e vértices de um poliedro convexo. Sendo A, o nimero de arestas,
V', o ntimero de vértices e F, o niimero de faces de um poliedro convexo, Euler

descobriu que:

V-A+F=2

Exemplo (FAAP — SP): Num poliedro convexo, o ntimero de arestas
excede o niimero de vértices em 6 unidades. Calcule o niimero de faces.

Resolugio: Conforme o enunciado, sabe-se que: A =V +6
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Aplicando a Relagio de Euler, temos: V—-A+F=2:
V-(V+6)+F=2=6+F=2=F=2+6=F=8

Resposta: Portanto, o ntimero de faces ¢ igual a 8.

POLIEDROS
PRISMAS

Os prismas limitados sdo poliedros cujas faces da base sio paralelas e
formadas por poligonos planos congruentes. E limitado pelas faces laterais,
compostas por paralelogramos. Os mais conhecidos sao o cubo (hexaedro regular) e
o paralelepipedo. Estao frequentemente presentes em questoes de Matemdtica em
vestibulares e provas de larga escala, que também contemplam os prismas de base

hexagonal regular.

Primeiramente, relembraremos a drea de figuras planas relevantes para a
continuidade de nossos estudos, pois se configuram nos poligonos das bases mais

frequentes:
Tridngulo Equildtero
LB 03 23
6 2 4
a (Apbétema) h (Altura) A (Area)
Demonstralqio:

Seja B o baricentro do tridngulo equildtero, que divide sua altura na

proporg¢ao 2:1,0u seja, 2a e a.

i Aplicando o Teorema de Pitdgoras, temos:

2 2 2
0P =h*+ ‘ :>£2=h2+£—:>€2—£—:h2:>
2 4 4
A 2
el B
4 2
Como 3a = h, entao: hz—ﬁ'f :>3a=—€.;/§:>a=—£g/§.
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Para calcular sua drea A, pode-se utilizar a expressao: A = 3 b-h, sendo

2
2 4

b sua base. Assim: A=%~b-h3A=

N |~

Quadrado

‘[ ¢ a= g A=r
a : .
/ ‘ a (Apbtema) A (Area)

Hexédgono Regular

a (Ap6tema) A (Area)

DESAFIO

Demonstre as expressoes de drea e apétema do quadrado e do hexdgono
regular.

Posto isso, podemos estudar as expressdes proprias de prismas:

N

Ap=2-Ag+ A V=A,h

A, (Area Total) V (Volume)

Ay (ArcadaBase) | A, (Area da Base)
d /  AGralaen) | h(Alu)
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O cubo e o paralelepipedo possuem expressoes proprias:

Cubo
_______________________________ Azaz
’ A =4d | A=64
A : :
) ? . A, (Area Lateral) | A, (Area Tortal)
(Area da Base) !
a ______________________________________________________________________
d=a-2 D=a-VJ3 Ved
d (Diagonal das D (Di | =a
Bases ou das (Diagona V (Volume)

Faces) Interna do Cubo)

Demonstragio da Diagonal Interna do Cubo:

A diagonal da face do cubo é igual a d =a-+/2, pois se trata da diagonal
do quadrado. A diagonal do cubo é calculada a partir do Teorema de Pitdgoras:

D edied
“ < Dzz(a-\/i)z+a2:D2:2a2+a2
o _\|__ !
/ 5 D2:3a2:>D:a-\/§
DESAFIO

Demonstre as expressoes da drea da base, lateral e total do cubo, além do volume.

Paralelepipedo reto-retingulo

A =2.(a.b+a~c+b-0)i V=abe
C D (Diagonal ; : %
5 i Internado ! (Area Total) (Volume)

a Paralelepipedo)
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DESAFIO

Demonstre as expressdes de diagonal, drea total e volume do

paralelepipedo reto-retdngulo.

A legenda abaixo serd utilizada em todo esse capitulo, inclusive nos
exemplos a seguir:

a= Apdétema(figuras planas)ou Aresta(sdlido) h = Altura
"""""" Ay, = AreadaSeccio Meridiana | g = Geratriz |
& r=RaiodaBase | (= ArestadaBase |
D = Diagonal do Sélido . d = Diagonal da Face
A= ArcadaBase . A= ArcaLateral |
""""""""""" A= AreaTotal | V=Volme |

Exemplo 1 (ENEM - 2014): Uma lata de tinta, com a forma de um
paralelepipedo retangular reto, tem as dimensées, em centimetros, mostradas na
figura. Serd produzida uma nova lata, com os mesmos formato e volume, de tal
modo que as dimensdes de sua base sejam 25% maiores que as da lata atual. Para
obter a altura da nova lata, a altura da lata atual deve ser reduzida em:

=0
40
24
24
a) 14,4% b) 20,0% ¢) 32,0% d) 36,0% e) 64,0%

Resolugio: As dimensoes fornecidas nao precisam ser utilizadas; para a lata
original podemos utilizar a nomenclatura a, b, ¢, sendo o dltimo a altura da lata.

Seu volume é V, =a-b-c. Como as dimensdes da base serio 25% maiores, entio
assumirio os valores 1,25-a e 1,25-b . Sendo h a altura da nova lata, seu volume
serd V, =1,25-a-1,25-b-¢=1,5625-a-b-h. Como o volume se mantém,

pode-se igualar os volumes:
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V.=V, :a-b-c:1,5625-a-b-h:>1,5625-h:c:>h:@:h:0,64-c

Como a altura da nova lata deve ser 64% da original, haverd redugao de

36% da altura original.

Resposta: A alternativa correta ¢ a letra d.

Exemplo 2 (ENEM — 2009): Uma empresa que fabrica esferas de ago, de
6 cm de raio, utiliza caixas de madeira, na forma de um cubo, para transportd-las.
Sabendo que a capacidade da caixa é de 13824 cm’, entio o nimero mdximo de
esferas que podem ser transportadas em uma caixa é igual a

a) 4. b) 8. ) 16. d) 24. e) 32.

Resolugio: O volume do cubo é V = a’> =13824, sendo “a” a medida de
sua aresta. Extraindo-se a raiz ctibica de 13824, obtém-se a =24 cm. Como o
didmetro de cada esferaé d =2-r=d =2-6=12 cm, conclui-se que em cada
dimensio “cabem” 2 esferas, ou seja, a caixa comporta um total de esferas igual a

2-2-2=8.

Resposta: A alternativa correta é a letra b.

PIRAMIDES

Conhecido pelas famosas pirimides do Egito, esse sélido se caracteriza por
uma base poligonal e um vértice fora do plano que contém a base, denominado
vértice da pirdmide. A uniao de todos os segmentos ligando seu vértice a um ponto
da sua base compée as faces laterais triangulares. O sélido é composto pela base e
pelas faces laterais triangulares. A seguir constam algumas expressdes para a
obten¢io de determinadas medidas de uma pirdmide de base poligonal regular:

l-b
. A =n- 3
2 _ g2, 2 :
i : Area de
i b (Apétema da Pirimide ou ! cada face
! ! triangula.

> Altura da Face Triangular)

n (indica o niimero de lados

¢ da base poligonal regular)

¢ (Aresta da
Base)
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Demonstragio da Area Lateral:

A face lateral da pirimide é um tridngulo de base ¢ e altura b. Dessa
1
forma, a drea de uma face lateral é dada por: A = % -base-altura = A = 5 -0-b.

l-b

Com n faces laterais, basta multiplicar esse resultado por n, obtendo A, =n-——.

Entre variados tipos de pirAmides, destaca-se o tetraedro regular. Neste
tipo de pirdmide, cuja base ¢ triangular, as seis arestas sao congruentes entre si.

Tetraedro Regular

____________________________________________________________________________________________

3 03
Ay=— Ay=A =—
A =03 v L2

12

Demonstragio da Altura do Tetraedro Regular:

Aplicando o Teorema de Pitdgoras no tridngulo retdngulo destacado em

) 2 2, 2
laranja, temos: ¢~ =h" +c".

4
<]
Sendo ¢ =— da altura do tridngulo equildtero (que representa a base do
_ (N3
tetraedro regular), ou seja, ¢ = , entao:

. 2 2 2 .
62:h2+(¥J :>€2:h2+%:>h2:£2—%:>h2:23€ :hz%
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DESAFIO
Demonstre as expressdes da drea da base, drea total, geratriz e volume do

tetraedro regular.

Exemplo 3 (UNESP — 2011): H4 4500 anos, o Imperador Quéops do
Egito mandou construir uma pirdmide regular que seria usada como seu timulo.
As caracteristicas e dimensoes aproximadas dessa pirimide hoje, sao:

1.2) Sua base é um quadrado com 220 metros de lado;
2.3) Sua altura é de 140 metros.

Suponha que, para construir parte da pirdmide equivalente a
1,88x10* m’, o nimero médio de operirios utilizados como mao de obra
gastava em média 60 dias. Dados que 2,2°x1,4=6,78 ¢ 2,26 +188=12 e

mantidas estas médias, o tempo necessdrio para a constru¢ao de toda pirimide,
medido em anos de 360 dias, foi de, aproximadamente,

a) 20. b) 30. c) 40. d) 50. e) 60.
Resolugiao: O volume da pirimide ¢ dado por V =%-AB -h. Sendo a

base da pirimide um quadrado cujo lado mede 220 metros e sua altura igual a 140

metros, temos:

A]geaieda Al =6,78
1 25 == 1 1~
V ==-(220) 140 ==-(2,2-100)* - (1,4-100) = = - 2,27 -1,4-100> - 100 =
3 3 3 N3
6;8 =2,26-10° m

Para calcular o tempo de construgio da pirimide, basta dividir seu volume

pela capacidade construida em 60 dias:

Volume
6
2,26-10
4
1,88-10
%/_J
Capacidade
construidaem

60dias.
120-2 meses = 240 meses =20 anos

=1,2-10% =120 periodos de 60 dias, ou seja,

Resposta: A alternativa correta é a letra a.
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CORPOS REDONDOS
CILINDROS

Semelhante ao prisma, o cilindro possui duas bases em planos paralelos, s6
que no formato circular. Suas expressoes sao dadas por:

PAREDE DO

h CILINDRO ; AT=2-(7z-r2)+27,.r.h

2nr S R e

(Para cilindro

equildtero.)

Exemplo 4 (ENEM - 2010): O administrador de uma cidade,
implantando uma politica de reutilizagdo de materiais descartados, aproveitou
milhares de tambores cilindricos dispensados por empresas da regido e montou kits
com seis tambores para o abastecimento de dgua em casas de familias de baixa
renda, conforme a figura. Além disso, cada familia envolvida com o programa ird
pagar somente R$ 2,50 por metro cubico utilizado. Uma familia que utilizar 12
vezes a capacidade total do kit em um més pagard a quantia de (considere 7 =3)

<>
40cm

a) R$ 86,40.  b) R$21,60. c) R$ 8,64. d) R$ 7,20. e) R$ 1,80.
Resolugio: O didmetro da base de cada cilindro mede 40 cm, sendo assim
o raio da base ¢ 20 cm=0,2 m. O volume V do kit ¢ igual ao séxtuplo do

volume de um cilindro, ou seja:
V=6-7-r-h=6-3-(02)-1=0,72 m’
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Utilizando o kit 12 vezes, a familia despenderd 12-0,72 =8,64 m’. O
custo final serd de 8,64-2,50=R$ 21,60.

Resposta: A alternativa correta é a letra b.

CONES

Quase similar & pirdmide, o cone também apresenta um vértice e apenas

uma base, que ¢ circular. Suas expressdes principais sao:

a
PAREDE

DO CONE
2nr

Demonstragio da Area Lateral:
2-w-r
8

drea lateral consiste em um setor circular. Para calculd-la,
pode-se langar mao de uma regra de trés simples:

LA

i De acordo com a geometria Euclidiana: o =

PAREDE
DO CONE

(27)360° — 7-g°

= A =xr-r:
o - A - 8

2nr

Exemplo 5 (UNESP — 2014): Prato da culindria japonesa, o temaki é um
tipo de sushi na forma de cone, enrolado externamente com nori, uma espécie de
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folha feita a partir de algas marinhas, e recheado com arroz, peixe cru, ovas de
peixe, vegetais ¢ uma pasta de maionese e cebolinha. Um temaki tipico pode ser
representado matematicamente por um cone circular reto em que o didmetro da
base mede 8 cm e a altura 10 cm. Sabendo-se que, em um temaki tipico de salmao,
o peixe corresponde a 90% da massa do seu recheio, que a densidade do salmao ¢
de 0,35 g/em?, e tomando 7 =3, a quantidade aproximada de salmio, em gramas,
nesse temaki, é de

a) 46. b) 58. c) 54. d) 50. e) 62.

Resolugio: Sendo o didmetro da base igual a 8 cm, conclui-se que seu raio
mede 4 cm. O volume V de salmio corresponde a 90% do volume do cone, sendo
entdo igual a:

1 r’-h _3-42-10

V=0,9-§-AB-h=0,9-”'T=0,9 =144 cm’

Para calcular a massa m de salmio contida em um temaki é necessirio
multiplicar sua densidade com seu volume:
P

m=0,35-144=504 g

Resposta: A alternativa correta ¢ a letra d.

ESFERAS

Conhecida como bola, possui apenas uma dimensio principal: seu raio.

A=4-7-r°

<

I
W

S

\«)

Exemplo 6 (ENEM — 2014): Uma empresa farmacéutica produz
medicamentos em pilulas, cada uma na forma de um cilindro com uma semiesfera
com o mesmo raio do cilindro em cada uma de suas extremidades. Essas pilulas sao
moldadas por uma médquina programada para que os cilindros tenham sempre 10
mm de comprimento, adequando o raio de acordo com o volume desejado. Um
medicamento é produzido em pilulas com 5 mm de raio. Para facilitar a degluticao,
deseja-se produzir esse medicamento diminuindo o raio para 4 mm, e, por
consequéncia, seu volume. Isso exige a reprogramag¢io da miquina que produz essas
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pilulas. Use 3 como valor aproximado para m. A redu¢io do volume da pilula, em
milimetros ctbicos, apds a reprogramacio da mdquina, serd igual a:

a) 168. b) 304. c) 306. d) 378. e) 514.
Resolugio: A figura a seguir as medidas fornecidas pela questao. Nota-se

que a pilula é formada por um cilindro cuja base circular possui raio igual a 5 mm e

altura 10 mm, além de uma esfera (2 semiesferas) de raio 5 mm. Seu volume V| ¢

dado por:

\4
A

5 mm

A

|‘

Vi=m-r’ -h+g-7z-r3 =3.5° -10+g-3-53 =1250 mm*

O volume V, , apés as alteragoes, ¢ calculado como:
4 4
V, =7-r’ -h+§-7r'r3 =3.47 -104—5-3‘43 =736 mm’

A diferenca entre os volumes resulta em 514 mm?.

Resposta: A alternativa correta é a letra e.

Nio se esqueca de resolver os exercicios, referentes a este capitulo, que se
encontram no Caderno de Exercicios disponibilizado na pdgina da web.
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8 TRIGONOMETRIA

TRIGONOMETRIA NO TRIANGULO RETANGULO

A Trigonometria estd presente em diversas situagbes cotidianas, sendo
considerada um dos mais antigos estudos da humanidade. A relagio das medidas de
comprimento com os valores dos 4ngulos surgiu da necessidade de calcular
distAncias inacessiveis, sendo os estudos relacionados 2 Astronomia, e Navegacio os
primeiros a usarem as relagc’)es trigonométricas. A Trigonometria (trigo: triﬁngulo,
metria: medidas) é o estudo da Matemdtica responsavel pela relagao existente entre
os lados e os 4ngulos de um tridngulo.

Nos tridngulos que nao possuem 4ngulo reto, as condi¢oes sao adaptadas
na busca pela relagio entre os 4ngulos e os lados.

CONCEITO DE RAZOES TRIGONOMETRICAS NO TRIANGULO
RETANGULO

Na figura ao lado, uma escada estd apoiada
em um muro de 4 metros de altura. O
comprimento da escada é de 5 m e a distincia
da base da escada até o muro é de 3 metros. O
tridngulo formado em OPQ ¢ retingulo em Q,
ou seja, o dngulo de 90° estd em QQ com catetos

OQ e QP e hipotenusa OP.

Ao meio dia, se subirmos degrau por

degrau, a sombra do seu pé no chio ird mudar

de posi¢io, pois se formam ai tridngulos 0O (2

retingulos semelhantes, conforme esquema do
tépico seguinte:
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RELACOES EM TRIANGULOS RETANGULOS SEMELHANTES

Toma-se o tridngulo POQ subdividido conforme a figura seguinte, no qual

OP=5m,0Q=3mePQ=4m.

Os tridngulos AOB, COD, EOF, GOH sio todos semelhantes, no qual se

observam as seguintes razoes:

BA_DC_FE_HG_QP_4_

1.2 razao: — = — 5

OA OC OE OG OP 5

OB OD OF OH OQ 3
2.2 razjo: — ,6

OA OC OE OG OP 5

BA DC FE HG QP 4 =
3.2 razdo: —— = =13

OB OD OF OH 0Q 3

Essas razoes no triéngulo reténgulo recebem nomes especiais: Seno,

Cosseno e Tangente, respectivamente.

Defini¢io: Consideremos um 4ngulo agudo a, levando-se em conta os
infinitos tridngulos retingulos que possuem o 4ngulo de medida a, todos sio
semelhantes. E a partir desse principio que se estabelecem as razées trigonométricas
no tridngulo retdngulo. Assim, denominamos de:
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e seno de um angulo: a razao entre o cateto oposto e a hipotenusa.
e cosseno de um angulo: a razao entre o cateto adjacente e a hipotenusa.

e tangente de um angulo: a razio entre o cateto oposto e o cateto adjacente.

O seno, o cosseno e a tangente de um 4ngulo sio chamadas razées
trigonométricas desse angulo. Observe um exemplo a seguir:

Uma torre de TV ¢ sustentada por um cabo de 2,8 m de comprimento
fixado no chao, conforme mostra a figura. A altura da torre é de 2 m e o ponto de
fixagao do cabo estd a 1,96 m da base da torre. Calcule o seno, cosseno e tangente
do 4ngulo que o cabo forma com o chao.

b:2m a=2,8m

[ == = R |

B
| |

c=196m B: seja P o 4ngulo que o cabo forma com o chio

Calculando as requeridas razoes trigonométricas, temos:

senp="=-2 2071429 cosp=S=120 -

=0,7 1g szzizl,0204l
a 2,80 a 280 c 196

’

RELACOES ENTRE RAZOES TRIGONOMETRICAS

As razdes trigonométricas de um mesmo éngulo tém relagbes entre si,

observe-as:
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b
senf =—,entio b=c-senf3
c

a
cos B =—, entio a=c-cosf
c

Aplicando o teorema de Pitdgoras,
a temos:

2

Substituindo conforme as relagoes . ) ) )
encontradas hé pouco: (Hlpotenusa) = (Cateto) + (Cateto)

c*=a’+b’
¢’ =(c-cosB) +(c-senp)
Desenvolvendo: ¢ =c¢” '(COS B)2 +c’ -(sen B)2
Colocando ¢ em evidéncia: 2 = 2. [(COS B)Z +(sen B)z]

Isolando (COS B)2 + (sen B)Z: C_2 = [(COS B)2 + (Sen B)z]

C
Concluindo:  \°©8 B)z + (Sen B)2 =1

b
sen N
Calculando o quociente p temos: ~on p =L ="=1B
cos B cosp @
C
sen
Entio, 1g B = —B
cos B3

SENO, COSSENO E TANGENTE DE 45°

Na figura seguinte temos um quadrado de lado I Ao tragarmos sua

diagonal (que mede [ V2, conforme aprendemos por Pitdgoras), indicamos um

tridngulo retingulo, como mostra a segunda figura. Observe que os angulos agudos

medem 45°:
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Assim, temos que:

sen 45’ = g cos 45° = g tg45 =1

SENO, COSSENO E TANGENTE DE 60°

Na figura inicial temos um tridngulo eqiiilitero de lado I cujos trés Angulos

s40 iguais a 60°. Ao tragarmos sua altura (que mede T , conforme o teorema de

Pitdgoras), indicamos um tridngulo retAngulo, como mostra a segunda figura.

senGO":i:@_l:ﬁ c
2 1 2
1 30°
|:0560°=g=\‘—k,1=1 I3 !
i 2% 2 S
f\ﬁ J_ 607,
on 2 o W3R :
tg 60°= ——= 2 'l_ﬁ 7 8
2 2
Assim, temos que:
. 1
sen60°=§ cos 60 :E tg60°=\/§
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SENO, COSSENO E TANGENTE DE 30°

Utilizando o triingulo BCH denotado no tépico anterior, temos:

C !
sem30"’=g=£.l=l
& 2R 2
30° fmﬁ
[‘\/g ] cogSO":i:L‘ﬁ 1=£
9 i g% 2
i
60" e
A tggon_i__\llz :LE:E
Ho ) I3 2343 343 3
E 2
Assim:
.1
sen30" = — cos30°:£ tg30°:£
2 2 3

Deste modo, podemos construir uma tabela com os valores de seno,
cosseno e tangente de alguns dos principais 4ngulos.

X | senx | cosx | 18X
|

| L] BB
2 2 3

g | Y200 V2]
2 2
J3 1

60" | — —
2 2 3

Observe que o seno de 30° ¢ igual ao cosseno de 60° e que o seno de 60° é

igual ao cosseno de 300. Isso ocorre porque os angulos de 30° e 60° sao chamados
complementares, isto é, somam 90°.
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Os angulos 30°, 45° e 60° sio chamados notdveis por aparecerem
freqiientemente em cilculos.

DETERMINACAO DE UM LADO DESCONHECIDO

Consideremos o tridngulo retingulo ABC com as seguintes medidas:

angulo agudo: 30°, hipotenusa: 12 e cateto oposto: X

==}

30° E
c A

A razdo trigonométrica que relaciona cateto oposto e hipotenusa é o seno.

o X
Assim, para calcular o valor de X fazemos: sen 30" = E . Utilizando o valor de

sen 30°, temos: 12132)6:123)6:6.
2 12

Observe, a seguir, alguns exemplos:

Exemplo 1: Calcule X no tridngulo abaixo:

o: 60°
60°

x Hipotenusa: 15

Cateto adjacente ao 4ngulo a: X
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A razao trigonométrica que envolve o cateto adjacente e a hipotenusa ¢ o
. o x B K o
cosseno, assim: cos 60° = E Utilizando o valor de cos 60°, temos:

X 152275
15

Exemplo 2: Calcule x ¢ y no tridngulo abaixo:

a: 60°
60°
30 Hipotenusa: 30

Cateto adjacente ao angulo a: x

Cateto oposto ao 4angulo a: 'y

Para descobrir x utilizamos o cosseno (razio do cateto oposto com a

hipotenusa) e para descobrir o y utilizamos o seno (razdo do cateto adjacente com
a hipotenusa):

sen 60° = Y cos 60° = X
30

\/5 y 1 X
> 30:>2y 30\/§:>y 1543 530

APLICACOES DAS RAZOES TRIGONOMETRICAS

Ao empinar uma pipa, Paulo percebeu que estava a uma distincia de 6 m
do poste onde a pipa enroscou. Ana notou que o Angulo o formado entre a linha da
q g
pipa e a rua era de 60°, como mostra a figura. Calcule a altura do poste.
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cateto oposto

~ cateto adjacente

Um observador de 1,70 m de altura a 100 m de distincia da base de um
prédio vé o topo desse prédio sob um angulo de 30° com a horizontal, conforme
mostra a figura. Qual é a altura do prédio?

A liiiilliii 19 30° = ——
At 100
Nl P Lot oacioos
T -\30% # /| D l 3 100 T -
1,70 m 100 m i ‘
" — :>x=100\/§:>x557,7m
100 m 3

Para obter a altura & do prédio, acrescenta-se ao valor de x a altura do

observador: h=170+x=>h=1,70+57,7=h=59,4m.

RELACOES TRIGONOMETRICAS
TEOREMA DOS SENOS

Em qualquer tridngulo, as medidas dos lados sio proporcionais aos senos
dos angulos opostos. Assim, segundo o teorema dos senos, temos que:

A
A
A
a__ b __c _oR
senA  senB  senC
B @

BWL
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TEOREMA DOS COSSENOS

Em qualquer tridngulo retdngulo, o quadrado da medida de um lado ¢
igual 4 soma dos quadrados das medidas dos outros lados menos o dobro do
produto das medidas desses lados pelo cosseno do 4ngulo formado por eles.

Segundo enuncia o teorema dos cossenos, temos:

a’*=b*+c>*-2-b-c-cos A
b*=a’*+c¢*—2-a-c-cosB
cc=a*+b*=2-a-b-cosC

CICLO TRIGONOMETRICO

O ciclo trigonométrico é uma circunferéncia orientada de raio unitdrio. A
orientacio é:
y &

anti-
/- \'\holano Positiva: no sentido anti-hordrio
OF=1A . . .
\ Wk Negativa: no sentido hordrio

O ciclo trigonométrico é divido em quatro quadrantes determinados pelos

eixos cartesianos:

r , .
e 1° quadrante: contém a extremidade dos arcos 0 e

T
90° ou 0 e — rad.
2

v

.
\
5 y e 20 quadrante: contém a extremidade dos arcos

T
90° e 180° ou E e« rad.
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e  3° quadrante: contém a extremidade dos arcos 180° e 270° ou m e Y rad.

T
e 40 quadrante: contém a extremidade dos arcos 270° e 360° ou > e2n

rad.

SENO, COSSENO E TANGENTE NO CICLO

SENO
////”"w’\‘\\\\\‘ TIANGENTE
d %
. /
Eixos [
| CossENO
X /
\
S, /
\\Hk///
Seno Tangente

AR YA RN R
NN AN,

FUNCOES CIRCULARES: GRAFICOS

A fungio seno é uma fungio que associa a cada nimero real X o seno de
X: f(x) =sen x.Como X é um numero real, dizemos que o dominio da fun¢io
¢ . Os valores de sen x estao entre —1 e 1. Neste caso, a imagem da funcio ¢ o
intervalo [— 1, 1]. Todos os valores do seno se repetem apés uma volta completa,
entdo o periodo da fungio seno é 2n. O gréfico da curva obtida pela fungio seno é

chamado sendide.
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D=
Im(H={ye /
—-1<y<1}

p=2m

A fungao cosseno ¢é toda fungao que associa um ndmero real X ao cosseno
de x: f(x) =c0s x.O dominio da fungio ¢ . E o conjunto-imagem da fungao ¢
o intervalo [— 1, l]. Assim como a fungio seno, o periodo da fungao cosseno é 2m.

O griéfico da fungao cosseno ¢ chamado cossendide.

D-
Im(f={ye /-1<y<1

}
p=2m

A fungao tangente ¢ toda fungio que associa um nimero real X 4 tangente
de x: f(x): tg x. Devemos lembrar que a fun¢io tangente nio estd definida

T 3n
para arcos qUC tém CoOmo arcos céngruos 5 e — ¢ portanto, estes devem ser

excluidos do dominio da fun¢do. Na fungio tangente, note que os valores se
repetem a cada 7 rad, entdo o periodo da fun¢ao tangente é .
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D={x € |X¢%+hﬂ',h€

¥
cedgbE
el
[~
H
——

Observe, a seguir, alguns exemplos:

Exemplo 1 (ENEM — 2011): Para determinar a distincia de um barco até
a praia, um navegante utilizou o seguinte procedimento: a partir de um ponto A,
mediu o 4ngulo visual 0 fazendo mira em um ponto fixo P da praia. Mantendo o
barco no mesmo sentido, ele seguiu até um ponto B de modo que fosse possivel ver

o mesmo ponto P da praia, no entanto sob um 4ngulo de 2a. A figura ilustra essa
situago:

o 2a Trajetéria do barco
A B

Suponha que o navegante tenha medido o 4ngulo 00.=30" e ao chegar ao
ponto B, verificou-se que o barco havia percorrido a distincia AB=2000 m.
Com base nesses dados e mantendo a mesma trajetéria, a menor distdncia do barco
até o ponto P fixo serd:

21000 m  b) 10003 m O zooo‘f m ) 2000 m ¢ 200043 m

Resolugdo: A partir dos dados denotados no enunciado, ¢ possivel a
elaboragio da seguinte figura:
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Observagcoes:
O tridngulo ABP ¢ is6sceles,

pois os angulos da base AP

possuem a mesma medida
(30°). Assim, BP =2000.
O segmento CP=d

representa a menor distincia do
barco ao ponto P. Para obté-lo,
e considerando o tridngulo
retingulo BCP, pode-se utilizar

2000 = . .
A S 5 = as razoes trlgonométrlcas

cos 30° ou sen 60°.

A seguir, observe o cdlculo utilizando cos 30°:

c0s30°=L:>d=2000m-cos30°:>d=2000m-£:>d:1000\/§m
2000 m 2

Resposta: A alternativa correta é a letra b.

Exemplo 2 (UEMG — 2011): Observe a tirinha abaixo:

1 MAIOO D SOUSA PROOUQOLS - SRAs 12001

Cooyright © 2001 Mawicio de Sousa Producdes Ltda. Tocos os direitosreservados, 51

Os personagens da turma da Ménica sobem uma rampa empurrando um
carrinho. Supondo que o tridngulo demonstrativo da rampa seja retdngulo, de
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altura igual a 2 metros, e que essa rampa forme um 4ngulo de 60° com o solo, a
distAncia percorrida pelo carrinho até o ponto mais alto da rampa foi de

V2 443 J3 3.3

RE b— By dim o
a) 5 ) C)2 e)

Resolugio: Utilizando os dados denotados no enunciado, é possivel
construir o seguinte triéngulo:

Para calcular a distdncia percorrida pelo carrinho até o ponto mais

alto, pode-se utilizar a razao trigonométrica sen 60°, ficando:
X 2m

@ : sen60°:2:>\/§:2:>x.\@:4:>x:4.(ﬁij:4ﬁm

x 2 x \/5\/5 3

solo

Resposta: A alternativa correta é a letra b.

Exemplo 3 (ENEM — 2013): As torres Puerta de Europa sio duas torres
inclinadas uma contra a outra, construidas numa avenida de Madri na Espanha. A
inclinagao das torres é de 15° com a vertical e elas tém, uma, uma altura de 114 m
(a altura ¢ indicada na figura como o segmento AB). Estas torres sio um bom
exemplo de um prisma obliquo de base quadrada e uma delas pode ser observada

na imagem.

Utilizando 0,26 como valor aproximado para a
tangente de 15° e duas casas decimais nas operagoes,
descobre-se que a drea da base desse prédio ocupa na
avenida um espago:

a) menor que 100 m?
b) entre 100 m? e 300 m?
¢) entre 300 m? e 500 m?
d) entre 500 m? e 700 m?
e) maior que 700 m?
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Resolugio: A partir da figura e dos dados do enunciado, é possivel
construir o seguinte tridngulo retingulo ABC:

A I
O segmento BC=x coincide com um dos lados do

quadrado que constitui a base do prédio. Aplicando a razao

158

trigonométrica g 15° no referido tridngulo, é possivel obter
X:

X X
to 15 =% —5026=—" = x=114-026 = x=29.64m
114m '8 114 114

Calculando a drea da base (quadrada) do prédio, temos:

Appse =X = Apage = (29,64)2 = Ap g = 878,5296 m®

C «~ B Assim, a drea da base desse prédio é maior que 700 m?.

Resposta: A alternativa correta é a letra e.

FUNCOES TRIGONOMETRICAS DO ARCO DUPLO

Antes de iniciarmos o estudo de arco duplo temos vamos recordar as
transformagdes trigonométricas:

TRANSFORMACOES TRIGONOMETRICAS

As férmulas a seguir permitem calcular o cosseno, o seno e a tangente da
soma e da diferenca de dois angulos:

sen(x+y):senx-cosy+seny-cosx
sen(x—y)=senx-cosy—seny-cosx

cos(x+y):cosx-cosy—senx-seny
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cos(x—y):cosx-cosy+senx-seny

g x+tgy
tg(x+y)=—1_tgx.tgy
1gx—i1gy
tg(x—y)=——2"
g( y) l+tg x-tg y

Considere um arco da circunferéncia trigonométrica de 30°, o seu arco

V3

. 1
duplo serd 60°. O sen 30 :E; ja o sen60° == portanto, percebemos que

embora 60° seja o dobro de 30°, o sen30° nao é o dobro do sen60°. Tal
situagio se aplica a outros arcos e fungdes trigonométricas.

FORMULAS DO ARCO DUPLO

Seja O um arco, para encontrar o valor das fungées trigonométricas de um
arco duplo (sen 20, cos 20 e tg 20) teremos que seguir algumas relagoes, entre

um arco 0 e o seu arco duplo 20.

Cos 20
Segundo a adigao de arcos, cos 20 ¢ igual a:

c0s 20 =cos (0 +0)=cos 0-cos® — senO-send =cos” 0 —sen” O
Portanto, o cdlculo do cos 20 serd feito através da seguinte férmula:

c0s 20 = cos® 0 —sen’ 0

Sen 20

Segundo a adi¢io de arcos, sen 20 ¢ igual a:
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sen20 =sen(0+0)=sen0-cosO+send-cos®=2-senO-cos O
Portanto, o cdlculo do sen 20 serd feito através da seguinte férmula:

sen20=2-sen0O-cosO

Tg?26
Segundo a adigio de arcos, g 20 ¢ igual a:

1g0+1g06  2-1g0

8 29=tg(9+9)= 1-1g0-1¢ 0 B 1-12° 0

Portanto, o cdlculo do #g 20 serd feito através da seguinte férmula:

_2-1g0

tg 20 =
8 1-1g° 0

Nao se esqueca de resolver os exercicios, referentes a este capitulo, que se
encontram no Caderno de Exercicios disponibilizado na pdgina da web.
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9 MATRIZES, DETERMINANTES E SISTEMAS LINEARES

MATRIZES

Matrizes sao tabelas numéricas onde os nimeros estao dispostos em linhas
e colunas. O conceito de matrizes é amplamente utilizado em computagio. As
matrizes costumam ser nomeadas com letras maidsculas acrescidas de um indice
mxn que indica o formato ou o tipo da matriz, sendo m linhas e n colunas (m
e N sio nimeros naturais diferentes de 0). Os elementos de uma matriz costumam
ser representados pela mesma letra usada para nomear a matriz sé6 que utilizando
mindscula e acrescida de um indice composto por dois niimeros inteiros positivos.
Este indice designa a posigio do elemento na matriz. Exemplo: Matriz A, ; (onde
A ¢ o nome da matriz e a representagio numérica representa a quantidade de
linhas e colunas, nesta ordem, que a matriz possui) elemento a,, (isto ¢, o

elemento que estd na linha 3 coluna 2).

LEI DE FORMACAO DAS MATRIZES

Toda matriz pode ser declarada através de uma lei de formagao para seus
elementos, a qual consiste numa fun¢io ordinal de duas varidveis. Essas varidveis
assumem os valores dos indices que designam a posi¢io (linha e coluna) de cada

elemento da matriz. Assim, obtemos o valor de um elemento ay (1 representa a

linha e j representa a coluna) de uma matriz A calculando a imagem da

mxn

fungao no ponto (l, ]), ou seja, a;; = f(i, J) Por exemplo:
Escrever a matriz A, utilizando a seguinte lei de formagao: a; = 2i — ]

a, a, 2:1-1 2-1-2
A = €SCI'€V€I’1dO a matriz, temos:

a, a, T12.2-1 2.2-2

1 0
Assim, obtemos a matriz: A =

3 2

Conforme determinadas caracteristicas, algumas matrizes recebem
denominagdes especiais. Observe, a seguir, algumas destas classificages:
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CLASSIFICACAO DAS MATRIZES

1) Matriz Quadrada: é toda matriz cujo nimero de linhas é igual o

namero de colunas, ou seja, 7 =n. Observe dois exemplos:

2 l 4
2 3 2
51

-8 1 1

A ¢ uma matriz quadrada de ordem 2.

B ¢é uma matriz quadrada de ordem 3.

Em uma matriz quadrada, os elementos a,,,a,,,85,4,...,a,,, formam a

> nxn

diagonal principal da matriz. Note que estes elementos sio os do tipo a;; com

1=j.J4 a outra diagonal é a secunddria, cujos elementos sio os do tipo a; com

i+j=n+1. Observe:
ydiagonal secundiria

A diagonal principal

1.1) Matriz Triangular: ¢ toda matriz quadrada cujos elementos acima ou
abaixo da diagonal principal sdo todos nulos. Veja dois exemplos:

4 0 O

7 3
C:01 D=3 -1 0
-1 9 5

O elemento nulo C,,; estd abaixo da

Os elementos nulos (d,,,d, e d
diagonal principal. ‘ ' ( b Tba & 2><3)
estdo acima da diagonal principal.
Note que, em uma matriz triangular, a; =0 para i>j ou a; =0 para
i<j.

1.2) Matriz Diagonal: é toda matriz quadrada cujos elementos acima e
abaixo da diagonal principal sao todos nulos. Observe dois exemplos:
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6 6 0 0
p=|35 © E=|0 10 0
0 8 0 0 3

Veja que, em uma matriz diagonal, a; =0 para i# j.

1.3) Matriz Identidade: ¢ toda matriz quadrada cujos elementos da

diagonal principal sao unitdrios e todos os outros sao nulos. Para identificd-la,

utiliza-se o simbolo I . Observe trés exemplos:

1 00 0O
Lo 1 0 O 01 0 0O
5 :{ } I,=/0 1 O I,=/0 0 1 0 O
0 1
0 01 00 010
_O 0 0 0 1_
a;=l,parai=]
Note que, em uma matriz identidade, temos: .
a; =0,parai#]j

2) Matriz Nula: é toda matriz cujos elementos sao todos iguais a zero.

Para identificd-la, utiliza-se o simbolo O, . . Observe trés exemplos:

0 0
00 0
0 0
0,,=[0 0 0] 0,,= 0,=(0 0 0
0 0
00 0
0 0

Veja que, para identificar a matriz nula, que também ¢ quadrada, utiliza-se

a simbologia On .

3) Matriz Oposta: Consideremos a matriz A . A matriz oposta de A
(cuja representagdo ¢ — A ) é aquela que possui elementos opostos correspondentes

ao da matriz A . Observe o exemplo seguinte:
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1 -3 -1 3
A=[2 0 ~A=[-2 0
—4 8 4 -3

Note que obtemos a matriz — A mudando os sinais de todos os elementos
da matriz A .

4) Matriz Transposta: Sendo A e B duas matrizes de formatos mXxn e

nXm, respectivamente. Dizemos que a matriz B ¢ a transposta da matriz A

quando as linhas da matriz B sdo as colunas da matriz A na mesma ordem.
t
B=A <b=aq;

Consideremos o seguinte exemplo:

3 2 1
A= {_ s 40 } A matriz transposta é dada por: B=A' =

_ N W

OPERACAO ENTRE MATRIZES

A seguir apresentam-se algumas operagdes envolvendo matrizes.

ADICAO

Consideremos as matrizes A e B de mesmo tipo mXn. Define-se adi¢ao
(ou soma) da matriz A com a matriz B, representado por A + B, a matriz C (do
mesmo tipo MXN) em que cada elemento é obtido adicionando os elementos
correspondentes de A e B . Assim:

C=A+B<c;=a;+b;

Exemplificando, observe a adigio das matrizes A, ; e B, ; a seguir:
-2 0 -1 -1 3 2
A = B =
-3 5 7 2 =5 1
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-2 0 ~1] [-1 3 27 [-2+(=1) 0+3 —1+2
A+B= + =
-3 5 7 2 -5 1 —3+2  5+(=5) 7+1

SUBTRACAO

Consideremos as matrizes A e B de mesmo tipo mXxn. Define-se
diferenga (ou subtragao) entre a matriz A e a matriz B, representado por A—B,

a soma da matriz A com a matriz oposta de B. A matriz C | resultante desta

diferenca, é do mesmo tipo mXn. Assim:
C=A-B=A+(-B)ec,=a,+(-b,)

Observe a diferenca entre as matrizes A, e B, , a seguir:

A:[l % 4 7} B=[3 -2 0 §]
A A
1 B -B
[1 — 4 7}—|3 -2 0 8|:[1 — 4 7}[—3 2 0 -8]=
A+(-B) Cpy

=[1+(—3) %+2 440 7+(—8)}:{—2 §X4 —1}

Note que, a diferenca B— A, resulta em uma matriz diferente:

A

3 1 3 1_A
B -2 0 8—{1 ~ 4 7}=| ~2 0 8|+[—1 —— -4 —7}:
2 2
B+(-A)

Dy

={3+(—1) —2+[—%) 0+(-4) 8+(—7)}:[2 —% —4 1}

Observe que A—B=B—-A e B—A=D=—C=—(A—B).
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MULTIPLICACAO DE UM NUMERO REAL POR UMA MATRIZ

Consideremos a matriz A do tipo mxn e o nimero real 0. Define-se
produto 0A a matriz B=b; (de mesmo tipo mxn) tal que b; =a-a; para

todo ie todo j. Por exemplo:

Asg By
o5 2.1 25 2-1 2 10 2
Q)2 3 % 0l=| 2-3 2-% 2.0|=| 6 1 0
-6 4 8| |2-(-6) 2:4 2.8| [-12 8 16
o BI><2
—— Ao —_—

MULTIPLICACAO ENTRE MATRIZES

Consideremos a matriz A do tipo mxn e a matriz B do tipo nx p. O
produto da matriz A pela matriz B ¢ a matriz C | do tipo mx p, de tal modo
que cada elemento o é obtido multiplicando-se, ordenadamente, os elementos da
linha 1, da matriz A | pelos elementos j, da matriz B, e adicionando-se os

produtos obtidos. A matriz C pode ser indicada como AB.

A xn : anp = me
igual ? ;

Observe como se realiza esta multiplicacio “ordenada” tomando, como

exemplo, a seguinte multiplica¢do entre as matrizes A, , e B, ;:

4, apy

As, =2, ay B, :{

a3 Ay

bll b12 b13:|
b21 b22 b23

Pro-Reitoria de Extensdo — PROEX



224

A?Z

/ B2><3
a, 4
A.B= b, b, by _
"D =1a, Ay |* b b b |™
21 Dy Dy3
a3 Ay

(an’b11+alz'b21) (all'b|2+alz'b22) (a1|'b13+a12'b23)
= (azl ‘b, +a,, 'b21) (321 ‘b, +a,, 'bzz) (321 b +a,, 'b23) =Cs,
(331’b11+332'b21) (a31-b,2+a32-b22) (a3|'b13+a32'b23)

Observagéoes: a) Geralmente, A-B#B-A, pois a multiplicagio entre matrizes
nao é comutativa.

b) Pode-se ter A-B =0, mesmo que A=0eB=0.

Observe a resolu¢ao de dois exemplos envolvendo a multiplicagio entre
matrizes.

2 -1 2 -1 0
Exemplo 1: Dadas as matrizes A= e B= )
0 3 0O 1 3

verificar a condigio de existéncia dos produtos A-B e B-A e, se possivel,
calculd-los.

Resolugio: A multiplicagio A -B ¢ possivel, pois o niimero de colunas da
matriz A (J = 2) ¢ igual ao numero de linhas da matriz B (i = 2). A

multiplicacio ocorre da seguinte forma:
plicag g

2 1|12 -1 0
Azxz’Bm:O 3 ‘0 1 3:

{2~2+(—1)~0 2-(=1)+(=1)1 2-0+(—1)-3}[4 -3 —3}

0-2+3-0  0-(-1)+3-1  0-0+3-3 0 3 9

J4 a multdiplicagdo B-A nao ¢ possivel, pois o nimero de colunas da

matriz B (J = 3) nao ¢ igual ao nimero de linhas da matriz A (i = 2).

Exemplo 2 (UFRGS — 1996): A matriz C fornece, em reais, o custo das
por¢des de arroz, carne e salada usados num restaurante. A matriz P fornece o
nimero de por¢des de arroz, carne e salada usados na composicao dos pratos tipo

P,, P, e P, desse restaurante.

Pro-Reitoria de Extensdo — PROEX



225

arroz carne salada

1) arroz 2 1 1)\ prato P,
C=(3 carne P= 1 5 1 | prato P,
2 ) salada > ’ o | prato P,

A matriz que fornece o custo de produgio, em reais, dos pratos P, P, e

P, ¢
4 9 2 2
9] b) | 4. o 11]. 6] D2l
8 4 4 8 4

Resolugio: Para determinar a matriz que fornece o custo de produgio, em
reais, dos pratos P, P, e P3, basta multiplicar a matriz P pela matriz C.

Observe:

2 1 1) (1 2-1+1-3+1-2 7
P-C=|1 2 1}|3|=|11+2-3+1-2 [=|9
2 2 0)\2 2-1+2-3+0-2 8

Resposta: A alternativa correta é a letra a.

DETERMINANTES

Determinante é um ndmero real associado a toda matriz quadrada. Faz-se

vélido pontuar que nio existe determinante de matriz que nio seja quadrada.

Observe, nos tépicos seguintes, como ¢ realizado o célculo do

determinante conforme a ordem da matriz quadrada:

DETERMINANTE DE MATRIZ QUADRADA DE ORDEM 1

Em matrizes de ordem 1, o determinante é igual ao elemento a,:
detA,, =a;

Por exemplo, o determinante da matriz C = [— 8] é det C=c,, =-8.
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DETERMINANTE DE MATRIZ QUADRADA DE ORDEM 2

a; ap

Consideremos a matriz A de ordem 2: A=
dy Ay

:|. O ciélculo do

seu determinante se dd por meio do produto dos elementos da diagonal principal
menos o produto dos elementos da diagonal secunddria. Para representd-lo, pode-
se utilizar qualquer uma das seguintes maneiras:

det A=a,,-a,,—a,,-a,, ou =ay;tdy T Ay Ay,

3
Por exemplo: Seja a matriz B = { . O seu determinante serd:

4

1?2 L
w]=2.5-54=10-12=-2  ou  detB=-2
I

DETERMINANTE DE MATRIZ QUADRADA DE ORDEM 3 (REGRA
DE SARRUYS)

Consideremos a matriz A de ordem 3:

4 A A3
A=la, a, a3
a3, a3, ds;
Para calcular o seu determinante, pode-se utilizar a regra de Sarrus. Para

tanto, inicialmente, repetem-se as duas primeiras colunas a direita da matriz e
efetuam-se as seis multiplicagdes conforme indicadas a seguir:

Ay A

Ay 8 a4y

A3 An dy.
Troca o sinal. Conserva o sinal.

Os produtos provenientes de mesma direcio da diagonal principal
permanecem com o mesmo sinal:  (ajq "apy asz), (Ap razz tazg)e
(a3 "az; ~azp). J& os produtos provenientes de mesma direcio da diagonal
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secunddria  mudam de sinal:  —(aj3azy taz;), —(aj;razzazy) e
_(312 tazp” 333)'
Por tltimo, adicionam-se tais produtos para a obten¢io do determinante:

produtosda diagonal principal

det A= (an "dy) 'a33)+(alz'a23'a3l)+(ala "dy 'a32)+

+ [_ (a13 PN a31)]+ [_ (an Ay 'a32)]+ [_ (312 Ay a33)]

produtosda diagonal secunddria

2 1 -1
Observe o cdlculo do determinante da matriz B=|1 2 2
31 4
utilizando tal regra:
21 -1 2 1
1 2 2|1 2=
31 43 1
produtosda diagonal principal produtosda diagonal secundaria

=(2-2:4)+(1-2:3)+ (=1-1- 1)+ [~ (-1-2:3)]+ [ (2-2- 1))+ [- (1-1-4)] =
=16+6+(=1)+6+(-4)+(-4)=28-9=19
Logo, det B=19.

PROPRIEDADES DOS DETERMINANTES

As propriedades denotadas a seguir visam facilitar o cdlculo do
determinante em algumas situagoes.

1.2 Propriedade (linhas ou colunas de zeros): Se todos os elementos de uma
coluna (ou de uma linha) de uma matriz quadrada forem iguais a zero, entio, o seu
determinante serd igual a zero. Observe os seguintes exemplos:

1 3
2) =1-:0-3-0=0
0 0

0 -1 2
B lo 1 3|=01-2+5:3-0+(=4)-0-(~1)-[(0-1-~4)+ (= 1-3-0)+(2-0-5)] =0
0 5 -4
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2.2 Propriedade (linhas ou colunas iguais): Se os elementos correspondentes de
duas colunas (ou duas linhas) de uma matriz quadrada forem iguais, entdo, o seu
determinante serd igual a zero. Veja dois exemplos:

2i 9

a)|i i 1=2-3-2-3=26-6=0
3:3
—

3.2 Propriedade (linhas ou colunas proporcionais): Se duas colunas (ou duas
linhas) de uma matriz quadrada forem proporcionais, entdo, o seu determinante
serd igual a zero. Observe dois exemplos:
1 2 1
a) |1 =1-1---2=1-1=0
2 2

32
b) 13 5/=1-3-8+3-5-1+2-1-3-[(1-3-2)+(3-5-1)+(8-3-1)] =0
308

4.2 Propriedade (multiplicagio de uma linha (ou coluna) por uma constante):
Se todos os elementos de uma coluna (ou de uma linha) de uma matriz quadrada
sao multiplicados por uma constante &, entdo, o seu determinante também serd
multiplicado por & . Veja o exemplo seguinte:

2 -1 10 -1
Consideremos as matrizes A = e B= . Note que
4 5 20 5

todos os elementos da 1.2 coluna da matriz B sio o quintuplo em relagio aos
elementos correspondentes da 1.2 coluna da matriz A . Assim, conforme a 4.2
propriedade, temo que det B =15 - det A. Calculando os determinantes de ambas,
temos:
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2

det A =
:
= 70=5-14

10
deth‘zo ‘:10-5—(—1)-20:50+20=70

5.2 Propriedade (multiplicagio da matriz por uma constante): Se uma matriz
A, quadrada de ordem 7, é multiplicada por uma constante real & , entao, o seu

determinante ficard multiplicado por @", ou seja: det (a . An)z a"-det A, . Veja

o exemplo a seguir:

2 0 9
A multiplicagio da matriz A=|3 —1 4| pela constante o =-2

1 4 6

-4 0 -18]
resulta na matriz B={ -6 2 -8 |. Conforme a 5.2 propriedade, temos

-2 -8 -12

que:
BIX
f_Aﬁ

det(cx-A,)=a"-det A, = det B, =(—2) -det A, = det B, =8 -det A,

Calculando os determinantes de A e de B, verificamos tal igualdade:
det A=2-(—1)-6+0-4-1+9-3-4—[1-(~1)-9+4-4-2+6-3-0] =73
detB=(-4)-2-(=12)+0-(=8)-(=2)+(~18)-(~6)-(-8)

~[(=2)-2-(~18)+(-8)-(~8)-(~4)+(~12)-(-6)-0]
=96+0—864—(72—256+0)=—584
det B, =—8-det A, = —584 = -8-(73)= —584 = —584

6.2 Propriedade (determinante da transposta): Os determinantes de uma matriz

quadrada A e de sua transposta A" sio iguais, ou seja, det A =det A". Observe
o exemplo seguinte:
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1 5 . 1 3
Seja a matriz A = e sua transposta A" = . Calculando os
31 5 1
seus determinantes, é possivel verificar a 6.2 propriedade:
1 3
1 5 =1-15=-14
‘3 1‘:1—15:—14:>detA:—14 5 1‘ -
det A' =-14

7.2 Propriedade (troca de linhas ou colunas paralelas): Se a posi¢ao de duas
colunas (ou de duas linhas) de uma matriz quadrada A for trocada, entio o
determinante da nova matriz B (constituida a partir desta troca) serd o oposto do

determinante da matriz A . Veja o seguinte exemplo:

2 3 1 4 7 5
Consideremos a matriz A=|1 3 3|. A matriz B=|1 3 3| ¢
4 7 5 2 3 1

resultante da troca da 1.2 pela 3.2 linha da matriz A . Conforme a 7.2 propriedade,

det B=—det A:

det A=30+36+7—(12+42+15)=73-69=4 _ detB=—det A
det B=12+42+15-(30+36+7)=69-73=—4 —4=—4

8.2 Propriedade (determinante da matriz triangular): Em uma matriz triangular,
o determinante ¢ igual ao produto dos elementos da diagonal principal. Observe os
exemplos a seguir:

i produtoda :
;diagonal principal
-1 0]
2|, 3 =§—1~(—§) §~2~0=f§§
o 4): 2
b)
di prodlulo_da_ |
1 8 iagonal principal

0o 2 3 :1-2-(—%)+8-3-O+4-0-0—[0-2-4+0-3-1+(—%j-0-8}:—l
1

0 0 ——
2
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9.2 Propriedade (teorema de Binet): Sejam A e¢ B duas matrizes quadradas, de

mesma ordem, e AB a matriz produto. Conforme o teorema de Binet, temos que:
det (AB) = (det A)-(det B)
A esse respeito, veja o exemplo seguinte:

3 4 -8 1
Consideremos as matrizes A = , B= 6

I 5

:| e a matriz

0
produto AB =

} . Calculando os seus determinantes, é possivel verificar a

22
9.2 propriedade (teorema de Binet):
det A=3-5-1-4=15-4=11 det (AB) = (det A)-(det B)
det B=(-8)-2-6:1=-16-6=-22{ = —242=11-(-22)
det AB=0-11-22-11=-242 —242 =242

10.2 Propriedade (teorema de Jacobi): Consideremos a matriz quadrada A . Se
multiplicarmos todos os elementos de uma coluna (ou linha) pelo mesmo nimero
o e adicionarmos os produtos aos elementos correspondentes de outra coluna (ou
linha), constituindo uma nova matriz B, entio os determinantes de A e B serio
iguais. Tal propriedade é exemplificada a seguir:

31
25

elementos da 2.2 linha e os produtos sio adicionados aos elementos

Seja a matriz A=|: :| O ntmero @ =2 ¢ multiplicado aos

correspondentes da 1.2 linha, resultando na matriz
2 55
B= 3+(4) 1+(10) = ) s | Calculando os determinantes de A ¢ B ¢é
2

possivel verificar o teorema de Jacobi (10.2 propriedade):

detA=3-5-2-1=15-2=13

= det A=detB
detB=7-5-2-11=35-22=13
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Outra propriedade (11.2 Determinante da Inversa) serd abordada
adiante.

REGRA DE CHIO

A regra de Chié permite baixar, em uma unidade, a ordem de uma matriz
quadrada A, sem alterar o valor do seu determinante. A regra prdtica de Chié
consiste-se em:

1.2 etapa) Escolher um elemento a. =1 (caso nio exista, aplicar as
1] p

propriedades anteriormente abordadas para que aparega o elemento 1).

2.2 etapa) Suprimir a linha (1) e a coluna (J) do elemento a; =1,
obtendo-se o menor complementar do elemento a; =1.

3.2 etapa) Subtrair, de cada elemento do menor complementar, o
produto dos elementos que ficam nos ‘pés’ das perpendiculares tracadas do
elemento considerado as filas suprimidas. Assim, obter-se-4 uma nova matriz.

4.2 etapa) Multiplicar o determinante obtido na 3.2 etapa por (— I)Hj

,onde 1 e ] designam as ordens da linha e da coluna &s quais pertence o elemento
a; =1.
Por exemplo:
0 -1
' 6 9
Seja M, = 5

2
3 .
a matriz quadrada de ordem 4. Para
4 1
-2 2 3 -4
calcular o seu determinante utiliza-se a regra de Chié para baixar a ordem de M,
em uma unidade e, em seguida, pode-se aplicar a regra de Sarrus para obter o
determinante da nova matriz obtida. Como hd um elemento a,;, =1 na matriz

M, , entdo é possivel utilizar as etapas da regra de Chié:

112 0 =19

11 3 6 9i _

M=l 1y 2 of”
9ol i 3 —4 Menor complementar de a; =1
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= 1-@2-4 2—(0-4) 0—((—=1)-4) -7 2 4

3—(2-1) 6—(0-1) 9—-((-D-1) [1 6 10]
2-(2-(-2) 3-(0:(-2) —4—(-1-(-2) 6 3 -6

1 6 10
Como a matriz obtida (via regra de Chié) My =|-7 2 4 | é de
6 3 -6

ordem 3, entéo utiliza-se a regra de Sarrus para calcular o seu determinante:

det M, = —12+144+(-210)—(120+12 +252) = 462
Sao iguais (regra de Chio).

Assim, det M, =det M; =—462.

Note que, como hd um elemento a,, =1 na matriz M;, entdo ¢ possivel,

novamente, aplicar a regra de Chié de modo a obter uma matriz de ordem 2, cujo
determinante ¢é resolvido mais facilmente. Observe:

v, =[] = [2—(6-(—7)) #=(10-C7) _paa 74
6l 3 —6 3—(6-6) —6—(10-6) —33 —66
Calculando o determinante da matriz obtida M, , temos:
44 74
det M, = ‘ 3 66‘ = 44.-(~66)—[74-(—33)] = 2904 + 2442 = —462

Observe que o determinante obtido ¢ igual ao das matrizes M5 e M, .

Observacao: A 4.2 etapa foi suprimida, em ambos os «cdlculos, pois

D)7 =) = (1) =1

COFATOR DE UMA MATRIZ

O conceito de cofator ¢ utilizado no estudo do teorema de Laplace (cdlculo
de determinantes de matrizes de ordens quaisquer). Temos que cada elemento de
uma matriz quadrada possui o seu respectivo cofator, sendo esse cofator um valor
numérico, o qual é obtido através da expressao a seguir:

i+j
Aij = (_ 1) "D

;> em que:
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* Aj éocofator do elemento a;; da matriz A ;
. Dij serd o determinante da matriz obtida através da matriz A , que deverd
excluir da matriz A os elementos da linha 1 e da coluna j referentes ao

elemento aj-

Observe o seguinte exemplo:

Determine os cofator do elemento a,, da matriz A =

hn W =
—_ N
w = A

Resolugdo: O cofator do elemento a,, serd determinado pela seguinte

expressao:
1+1
Ay = (_1)+ Dy

Antes de calcular o determinante D, ¢é necessidrio, inicialmente, obter
uma nova matriz (que denominamos D) excluindo-se a 1.2 linha e a 1.2 coluna da

matriz A :

7 1
detD=| J=7-3-1:1=20=D,

Assim, A,, =(=1)-20=20.

Resposta: O cofator do elemento a,, da matriz ¢ 20.

MATRIZ INVERSA

Consideremos a matriz quadrada A, de ordem 7. Define-se a matriz
inversa de A, denominada A™' (de mesma ordem 7 ), aquela cuja multiplicagio
entre A e A™' resulte na matriz identidade, ou seja, A-A"' =1. Para que exista
a matriz inversa de A , é necessirio que o seu determinante seja diferente de zero,
ou seja, det A # 0. Neste caso, dizemos que A ¢ uma matriz invertivel ou nao-

singular.
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Retomando a 11.2 propriedade de determinantes, temos que:

1
det A~

Para obter a matriz inversa de uma matriz quadrada qualquer, observe as

det A7 =

etapas denotadas no exemplo seguinte:

2 3
Obter a inversa da matriz A = 5 5:|, de ordem 2:
1.2 etapa: Calcula-se o determinante da matriz A :
2 3
det A = =2-5-2-3=4
25

2.2 etapa: Calcula-se o cofator de cada elemento da matriz A :
A, =(=1)"-D, =(-17-5=5
A,=(1)"-D,=(-1)-2==2
A, =(=1"-D,, =(-1)-3=-3
A, =(=1)"?-D,,=(-1)"-2=2
3.2 etapa: Representa-se a matriz dos cofatores (obtidos na etapa anterior):
5 =2

S

4.2 etapa: Representa-se a matriz adjunta que é a matriz transposta da matriz dos

5 -3
cofatores (obtida na etapa anterior): |: 5 5 } .

5.2 etapa: Divide-se cada elemento da matriz adjunta pelo determinante da matriz

> 3
A (calculado na 1.2 etapa): 42 24 =A"
4 4

A matriz obtida na 5.2 etapa ¢ a matriz inversa de A .
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Para saber se a matriz obtida ¢ a inversa, basta verificar se a multiplicagao

entre A e A resulta na matriz identidade:
2§+3(_2) 2(_§J+3
_ 4 4 4
224_5 _z 2. _E +5.
4 4 4

Em relagao 4 11.2 propriedade dos determinantes, temos:

Al A
1
— 1
(e
=
| I
1

det A =4 (J4 calculado anteriormente.)

S 3
JetAl| 4 432 ((_2)(_3)|_10_6_4 1
2 2] 44 4 4 16 16 16 4

4 4
Note que a 11.2 propriedade ¢ satisfeita, pois:
1 I 1
det A™ = =>-—=-.
detA 4 4

A seguir apresenta-se a resolu¢do de uma questao do ENEM envolvendo o
conceito de multiplicagdo entre matrizes.

Exemplo (ENEM — 2012): Um aluno registrou as notas bimestrais de
algumas de suas disciplinas numa tabela. Ele observou que as entradas numéricas da
tabela formavam uma matriz 4 x4, e que poderia calcular as médias anuais dessas
disciplinas usando produto de matrizes. Todas as provas possufam o mesmo peso, e
a tabela que ele conseguiu ¢ mostrada a seguir.

1° bimestre | 2° bimestre | 3° bimestre | 4° bimestre
Matemdtica 5,9 6,2 4,5 5,5
Portugués 6,6 7,1 6,5 8,4
Geografia 8,6 6,8 7,8 9,0
Histéria 6,2 5,6 5,9 7,7

Para obter essas médias, ele multiplicou a matriz obtida a partir da tabela

por.
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1
1
J[t 111 .
2 2 2 2 4 4 4 4 1
1
" "
2 4
1 1
2 4
d) e)
1 1
2 4
1 1
|2 L4

Resolugio: Para calcular a média aritmética das notas dos 4 bimestres
deve-se somd-las e, em seguida, dividi-las por 4. A matriz 4 x4 obtida pelas notas
(denotadas na tabela) deve ser multiplicada por uma matriz ‘coluna’ 4 x1, na qual

1

cada um dos quatro elementos ¢é igual a rE Assim, a matriz procurada serd:

1
4
1
4

1
4

1

4

Resposta: A alternativa correta é a letra e.
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SISTEMAS LINEARES

Observe a resolucao do exemplo, a seguir, na qual serao discutidas algumas
ideias envolvendo sistemas lineares:

Exemplo (ENEM — 2015): Uma barraca de tiro ao alvo de um parque de
diversdes dard um prémio de R$ 20,00 ao participante, cada vez que ele acertar o
alvo. Por outro lado, cada vez que ele errar o alvo, deverd pagar R$ 10,00. Nao hd
cobranga inicial para participar do jogo. Um participante deu 80 tiros e, ao final,
recebeu R$ 100,00. Qual foi o nimero de vezes que esse participante acertou o

alvo?

a) 30 b) 36 c) 50 d) 60 e) 64
Resolugio: Inicialmente, consideremos as incégnitas X e Yy como

representando, respectivamente, o acerto e o erro. A partir do enunciado, sabe-se

que:

x+ y =280 [1.2 equagio: indica o total de tiros (acertados e errados) dados pelo

participante]
20-x—10-y =100 [2.2 equagao: indica o valor recebido pelo participante,

considerando que a cada acerto (X) é pago o valor de R$ 20,00 (+20-x) e, a cada
erro (Y ), é subtraido o valor de R§ (—10-y).]

Como ambas as incégnitas relacionam-se a uma mesma situacgio, entio é
necessdrio representar tais equagio (denominadas equagées lineares) em um tnico
sistema (denominado sistema de equagdes lineares):

x+y=80 (1 2 equagﬁo)
20x—10y =100 (2.* equacio)

Equagio linear ¢ toda equacio que pode ser representada da seguinte

forma:
ax, +a,x, +ax; +...+a,x, =b, em que:

¢ X, Xy, Xy X

. sdo as incdgnitas (em nosso exemplo, as incégnitas

foram denominadas X e y);
e q,,a,,d,,...,d, sio nGmeros reais denominados coeficientes das

incégnitas (no exemplo, o coeficiente das incégnitas X e¢ y da 1.2 equagio
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¢ 15 jd os coeficientes respectivos de x e y, da 2.2 equagio, sio 20 e

—10);

e b ¢ o termo independente (os termos independentes da 1.2 e 2.2

equagdes do exemplo sio, respectivamente, 80 e 100).

Assim, um sistema de equagdes lineares é um conjunto S com “m”
equagdes lineares em n incégnitas X, X,, X5, ..., X, , que pode ser representado
como:

a,, X, +a,x, +a;x, +.. +a,x, =b
ay X, + Qy0X, + Ay Xy +...+a,, X, =D,

S =19a;x +a,x, +a;x;, +...+a,,x, =b,

a,x +a,x,+a,x,+...+a,x =b,

O sistema de equagdes lineares do nosso exemplo ¢ do tipo 2x2 (m=2
e n=2). Para resolvé-lo, ou seja, determinar o seu conjunto solugio, é possivel

valer-se de diferentes métodos. Observe-os a seguir:

Método da Adigio: Realiza-se uma (ou mais) operagao(s) elementar(s)
na(s) equagao(s) do sistema de modo a eliminar uma das incégnitas quando tais
equagdes sio adicionadas. Retomando o nosso sistema, temos:

x+y=80 (1 A equagﬁo)
20x-10y =100 (2.a equagﬁo)
Note que, dividindo a 2.2 equagio por 10, obtém-se 2x—y=10.

Adicionado esta equagdo com a 1.2 equagdo, a incdgnita da 2.2 equagio é

eliminada:
x+y=80
2x—y=10
3x=90=x=30
Para obter o valor de ¥, basta substituir o valor de X na 1.2 equagio:

x+y=80=30+y=80= y=50
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Assim, o conjunto solugio deste sistema de equagdes lineares 2x2 ¢é
X y

S .
30; 50 |. Como o exemplo foi retirado de uma questio de multipla escolha,

entio, a alternativa correta — referente ao ntimero de acertos do tiro ao alvo — é a
letra a.

Embora o exemplo foi resolvido a partir do método da adigao, utilizando
este mesmo sistema serdo exemplificados outros métodos de resolu¢ao para um
sistema de equagées lineares mXn. Dependendo do sistema apresentado, opte
pelo método que melhor convier (seja em questio de facilidade e/ou agilidade nos

célculos).

Método da Substitui¢io: Em uma das equages do sistema, isola-se uma
das incdgnitas:

x+y=80=y=80-x (1.‘4l equagﬁo)

20x—-10y =100 (2.a equagﬁo)

Em seguida, substitui-se tal valor (y =80— x) na 2.2 equagao:
20x-10y =100 = 20x—1()(80—x): 100 = 20x—-800+10x =100 = x =30

Para determinar o valor de Y, substitui-se o valor obtido de x =30 na

equagao 1.2 equagio:
x+y=80=30+y=80=y=50

Como esperado, o conjunto solugio encontrado é o mesmo obtido por
meio do método da adigio.

Método de Escalonamento (Gauss): Um sistema de equagées lineares é
considerado escalonado quando o nimero de coeficientes nulos, antes do primeiro
coeficiente nio nulo, aumenta de uma equagio para a outra. Por exemplo, os
sistemas seguintes estao escalonados:
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2r+s+t-3u=38
xX+2y—-z=5

|or+l—s+3t+u=3

3 {[0x+]y+2=8 P00 els 1 7u=2
0x+0 = = B
[0x+0y+] 2=2 s et

Para escalonar um sistema de equagdes lineares, algumas operagoes
elementares podem ser realizadas, a saber:

a) Trocar a posigao das equagdes;

b) Multiplicar (ou dividir) todos os membros de uma equagio por um mesmo
namero real diferente de zero de modo a se obter uma equagao equivalente;

¢) Adicionar os membros da equagao equivalente (obtida em b) aos membros
correspondentes de outra equagao do sistema.

Por exemplo, observe o escalonamento do sistema referente & questao do
ENEM:

x+y=80 (1 A equagéo)
20x—10y =100 (2.* equacio)

Multiplica-se a 1.2 equagao por —20 (item b) e, em seguida, adiciona-se
esta equagio (equivalente) & 2.2 equagio (item c):

—20x—-20y=-1600 (1 2 equacao equivalente)
20x—-10y =100 (2.* equaciio)
0x—-30y=-1500=30y=1500= y =50

Assim, obtém-se o seguinte sistema equivalente:

y=50 (1.a equagﬁo)
20x—10y =100 (2.* equagio)

Para obter o sistema escalonado, basta trocar a posigao das equagoes (item

20x—-10y =100
y=50
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A determinacio da incégnita x se d4 mediante a substitui¢io de y =50
na equagao 20x—-10y =100:
20x—10-50=100=20x—-500=100 = x =30.
Observagio: Independentemente do nimero de equagdes (m) e incégnitas (n)

do sistema de equagdes lineares, o seu escalonamento dar-se-d4 mediante a utilizagio
dos itens (de algum(s), ou de todos) denotados anteriormente.

Regra de Cramer: Este método permite a resolugio de um sistema de
equagdes lineares por meio de determinantes, desde que o determinante da matriz
quadrada dos coeficientes seja diferente de zero. Retomemos a representagio geral
de um sistema de equagdes lineares mxn:

a,,x, +a,x, +ax,+...+a,x, =b
Ay X, + Ay Xy + Ay Xy +...+ 0y, X, =D,

S =1Jayx +ay,x, +ax; +...+a,,x, =b,

a, X +a,,x,+a, x,+...+a,x =b

m mn-n m

A matriz dos coeficientes (ou matriz incompleta M.I.) e a matriz
completa (M.C.) — formada a partir de M.I. acrescentando-se uma coluna
contendo os termos independentes — apresentam-se a seguir:

a, 4, 43 ... 4,
Ay Gy Uyz ... Gy,
Ml=|a,, a, a; ... a,
_aml am2 amS amn _
a4, 4 a, b
ay Gy, Ay a,, b,
M.C=|a; a5, as a,, b
_aml am2 am3 amn bm n
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Considerando o exemplo do tiro ao alvo, observe as etapas constituintes da
regra de Cramer:

1.a etapa: Calcula-se o determinante da matriz dos coeficientes:

2.2 etapa: Calcula-se um ‘novo’ determinante para cada uma das incégnitas. Para
obter as matrizes (referentes a cada uma das incdgnitas), substitui-se, na matriz dos
coeficientes, a coluna dos coeficientes da incégnita a ser determinada pela coluna
dos termos independentes:

coluna dos termos independentes

3.2 etapa: Para determinar o valor de cada incdgnita, divide-se cada um dos

determinantes (obtidos na 2.2 etapa) por D (determinante da matriz dos

coeficientes):
D — D, —

xX= X3x=ﬂ=30 y:—’:x:ﬂ:w
D -30 D -30

Observagio: Para utilizar a regra de Cramer, o sistema linear deve ser do tipo
nxn (ou seja, o numero de equagdes deve ser igual ao ndmero de incégnitas),
com D#0.

Conforme apresentado nos 4 métodos de resolugao (Adigdo, Substituigdo,
Escalonamento ou Gauss e regra de Cramer), o sistema advindo da questao do
ENEM ¢ um sistema possivel e determinado, cuja tnica solugio ¢ (30; 50).
Entretanto, nem sempre um sistema é possivel e determinado (SPD). De acordo
com a sua solugdo, ¢ possivel classificar os sistemas em:
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Determinado
(hd apenas 1
Possivel solucio)
(hd solucio) Indeterminado
Sist (h4 infinitas
m ~
i solugoes)
Tmpossivel ey
I :
(nﬁo hi solugﬁo) Esistema impossz’ve]E

p—]

pr—

= sistema possivels
: ¢ determinado =

.
= sistema possivel:
L . . -
=e indeterminaddt

Observacio 1: No caso de um sistema de equagées lineares 2x 2, é possivel

estabelecer tal classificagdo, analisando apenas as equagdes, através das seguintes

condicoes:

1.2 condigio:

Se as duas equagdes nao tiverem os coeficientes

das mesmas

incégnitas em ambas as equagbes proporcionais, entdo o sistema é possivel e

determinado (SPD). Em representagdo matemdtica, temos:

ax+by=q

a,x+b,y=a,

a b
i S

a, )

x+y=5

Ex.:

—-x+2y=6

a; by
1 1
—
-1 2

ot
a b,

2.2 condigao: Se as duas equagbes forem totalmente proporcionais, entio o sistema

¢ possivel e indeterminado (SPI). Equagoes deste tipo sao denominadas equagées

equivalcntcs. Em linguagem matemadtica, temos:

ax+by=q,

a,x+b,y=a,

3.2 condigdo: Se as duas equagbes tiverem apenas os coeficientes das

a_b_a

a, b, a,

Ex.:

[
W

-6
——

by
.
2
4
(S}
b, a,

mesmas

incégnitas em ambas as equagdes proporcionais (e os termos independentes nio

tiverem na mesma propor¢io), entdo o sistema ¢ impossivel (SI). Equacoes deste

tipo sdo chamadas incompativeis. Em simbologia matemadtica, temos:
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aoon AL

ax+by=q a, b e 5x+2y=—3:> 5 2 ¢—3
— = — X.: — =%

ax+by=a, a, b «a, 10x+4y=4 10 4 4
a by @,

Observagio 2: Para classificar um sistema escalonado, basta analisar a Gltima linha,

mesmo que esta seja 0 =0. Assim, na Gltima linha pode-se encontrar:

1.2 situagdo: Uma equagio do 1.° grau com uma incdgnita, por exemplo, Sx =3.
Neste caso, o sistema é possivel e determinado (SPD).

2.2 situagdo: Uma igualdade sem incégnitas que é verdadeira, por exemplo, 0 =0

, —1=—1, etc. Neste caso, o sistema ¢ possivel e indeterminado (SPI).

3.2 situagdo: Uma igualdade sem incégnitas que é falsa, por exemplo, 0=35,

1=—1, etc. Neste caso, o sistema é impossivel (SI).

Nos exemplos a seguir, veja a resolu¢io de um sistema impossivel (SI) e
um possivel e indeterminado (SPI):

Exemplo: Resolva e classifique os seguintes sistemas de equagdes lineares:

2x+4y+8z=0

Este tipo de sistema, no qual todos os termos i

a) 4x+6y—-2z=0 independentes sio nulos, ¢ denominado sistema linear

2x—287=0 homogéneo.

Resolugio: Para resolver este sistema podemos utilizar o método de
escalonamento. Inicialmente, realizam-se as seguintes operagoes:

e Divide-se a 2.2 equagio por —2 e, em seguida, adiciona-se esta equagio
equivalente a 1.2,

e Divide-se a 3.2 equagio por —1 e, em seguida, adiciona-se esta equagio
equivalente a 1.2,

s 2x+4y+8z=0 . 2x+4y+8z=0
-2x-3y+z=0 —2x+28z=0
Ox+y+9z=0 4y+36z=0
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2x+4y+8z=0
Assim, obtém-se o sistema equivalente: { y+9z =0

4y+36z=0

Em seguida, divide-se a 3.2 equagio por -4 e, em seguida, adiciona-se
esta equagio equivalente a 2.2:

y+9z=0 2x+4y+8z=0
-y-9z=0 = y+9z=0
0=0 0=0

Como a tltima linha do sistema representa uma igualdade sem incégnitas

que ¢ verdadeira 0=0, entdo podemos classificdi-lo como possivel e
indeterminado (SPI).

Considerando 7 = &, temos:
y+97=0=2y+9%a=0= y=9«
2x+4y+87=0=2x+4-(-9a)+8a=0=2x-36a+8x =0=>x=14a

Assim, o conjunto solu¢io do sistema é (140{; —9¢a; 0{). Como a solugao
estd ‘em fun¢io’ de «, entio hd uma infinidade de possiveis solugbes. Por

exemplo, considerando & =1 ou o =—1, temos como solucées, respectivamente,

(14;-9;1) ou (~14; 9; —1).

3x+15y+62=3
2x+10y+4z=10
Resolugio: Novamente, utilizamos o método de escalonamento.
Inicialmente, multiplica-se a 1.2 equagdo por (— 2) ea 2.2 por (— 3). Em seguida,
adicionam-se as equagbes, obtendo-se o sistema equivalente apresentado adiante:
—6x—-30y—12z=-6
6x+30y+12z=30
0=-24

3x+15y+6z=3
=
0=-24
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Como a tltima linha do sistema representa uma igualdade sem incégnitas
que ¢ falsa (() = —24), entdo podemos classifici-lo como sendo um sistema

impossivel (SI). Assim, nao hd solugio, ou seja, § = Q.

Nio se esqueca de resolver os exercicios, referentes a este capitulo, que se
encontram no Caderno de Exercicios disponibilizado na pdgina da web.
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10 POLINOMIOS E EQUACOES POLINOMIAIS

POLINOMIOS

Um polindmio ¢é definido pela unido de mondmios por meio de adi¢io ou
subtragido. Um mondémio é toda expressio algébrica determinada por apenas
um nimero real, uma varidvel ou pelo produto de ndimeros e varidveis, todo

A . A s oA
mondmio ¢ considerado um polindmio. Sao exemplos de polinémios:

e Perimetros de figuras planas

d

L a °
| 25+ 2v i e e =
S i 2a+2b | Ib+2c+d]

STt e

e Cilculo de distincias

]

X distancia

e Cilculo de dreas

Cilculo de Areas

Defini¢io: Denomina-se expressio polinomial ou polindmio na varidvel

complexa X toda expressio escrita da seguinte forma:
(x)=a, x"+a,, - x"" +a, , X" +..+a,- x> +a,-x' + I:
plx)=a,-x"+a, - X" +a,, X" +...+a,-x" +a,-x +a,, no qual:

e a,a,,a,,,..,a, a, d, sio nimeros complexos denominados

coeficientes e a, recebe o nome de termo constante;
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e 11 éum nimero inteiro positivo ou nulo;

e O maior expoente de X, com coeficiente nio nulo, é o que determina o
grau da expressio polinomial. Assim, se @, # 0, entio Gr (p) =n.

e A raiz de um polinémio é o valor que a varidvel X assume de modo que o
resultado seja igual a zero. Em linguagem matemdtica, seria assim: & ¢ a raiz de

plx)=p(a)=0.
Por exemplo, 1 ¢ raiz do polinémio p (x)=x* +2x* —=2x~1, pois:
p()=r+2-(01y -2-()-1=p()=1+2-2-1=p(1)=0
Outro exemplo: Sabendo que 12 ¢ raiz de plx)=x>—k-x+6,
determine o valor de k .

Resolugio: Como 12 ¢ raiz do referido polinémio, entio p(12):().

Assim:

p(12)=(12)2—k-12+6=0:>144—12k+6=0:>k=2—25

Resposta: O valor de k ¢ % .

POLINOMIO NULO

E todo polindmio cujos coeficientes sio todos nulos, ou seja, p (x) =0.

Neste caso, nao se define o grau para o polinémio.

VALOR NUMERICO

O valor numérico de um polinémio é obtido quando substituimos X por
um namero real d. Neste caso, chamamos de p (a) o valor numérico de p (x)

Por exemplo:

Seja o polindmio: P ()C) =x’ —6x" +11x—6. O valor numérico de p (1)

sera:

p()=(1)-6-(1f +11-(1)-6=1-6+11-6=12-12=0
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Logo, p (1) =0 ¢ o valor numérico de P (X) =x —6x"+11x—-6.
Conforme ji estudado, 1 ¢ raiz deste polinémio.

Outro exemplo: Fornecido o polindmio p (x) =2x" —6x" +mx+n, se
p (2) =0ep (— 1) =—6, determine os valores de M e 1.

Resolugio: Como sio dados os valores numéricos de P (2) =0 e
P (— 1) =—0, entio ¢ possivel obter as seguintes equagdes:
1.2 equacéo:
P(2)=2-(2) -6-(2f +m-(2)+n=0=
=16-24+2m+n=0=2m+n=38
2.2 equacio:
P(-1)=2-(-1) =6-(-1} +m-(-1)+n=-6=
=>-2-6-m+n=-6=>-m+n=>2
Subtraindo a 2.2 equagio da 1.2, temos:
2m+n=38
—m+n=2
3In=6=>m=2
Substituindo o valor de M na 1.2 equagio, obtemos o valor de 7 :
2m+n=8=2-2)+n=8=4+n=8=n=4

Resposta: Os valores de 1l e 1 sio, respectivamente, 2 e 4.

OPERACAO COM POLINOMIOS

As operagdes de adigio, subtracio e multiplicagdo envolvendo polindmios
j& devem ter sido abordadas em momento anterior, principalmente no estudo de
expressoes algébricas. A seguir, tais operagoes serdo exemplificadas.

Consideremos os seguintes polindmios: p(x) =3x +x" =5x+2,

q(x) =2x*+5x-5 e I”(X) =—x =3x"+ 2x—1. Observem as seguintes

operagoes:
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p(x) q(x)
a) Adicio: a.1) p(x)+ q(x)z 3x° + X2 —5x+2+2x* +5x-5=
=3x° +(1+2) +(=5+5)x+2-5=3x"+3x* -3
p(x) q(x) r(x)
a.2) p(x)+q(x)+r(x)=3x3+x2—5x+2+2x2+5x—5+(—x3)—3x2+2x—1=
=B-Dx +(1+2-3)* +(-5+5+2)x+2-5-1=2x" +2x—4

p(x) a(x)
(x)—q(x)=3x"+ x> =5x+2—| 2x* +5x -5 | =

b) Subtragio: b.1) P

=3  +(1-2)x* +(=5-5)x +2+5=3x" —x* = 10x +7

a(x) p(x)
q(x)—p(x): 2x° +5x=5—|3x +x* =5x+2 |=

b.2)

=3+ (21 +(5+5)x=5-2=-3x"+x* +10x—7
¢) Multiplicagao entre polindmios (aplica-se a propriedade distributiva):

a(x) r(x)
q(x)-r(x)=| 26> +5x =5 || = x* =3x* +2x—1|=

cl) =2x° —6x* +4x° = 2x* = 5x* —15x° +10x* =5x+5x> +15x* =10x+5=
=-2x"—11x* —6x° +23x* —=15x+5

d) Multiplicagio de um ntmero real por um polinémio (também se aplica a
propriedade distributiva):

p(x)
d.1) 5-p(x)=5-| 3x° +x* =5x+2 | =15x° +5x* = 25x +10

()

_ _ 3 2
d2) [ =L -r(x):(—l) T a1 |= 3 gl
2 2 2 2 2

Em relagio a divisao, a seguir serdo apresentados alguns métodos de
resolucio.
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DIVISAO DE POLINOMIOS

Consideremos os polinémios p(x) e S(x), com S(x)i(). Dividir p(x)

por S(x) significa que existam dois polinémios q(x) e r(x) de modo a satisfazer as
seguintes condi¢des:

1) plx)=s(x)-q(x)+r(x)

2.2) O grau de r(x) nao pode ser igual nem maior que o grau de S(x) ou, entao,

r(x)=0.
Deste modo, pode-se dizer que:

o p(x)é o dividendo;

Esquematicamente:
° s(x)é o divisor;
. q(x)é 0 quociente e p(x) S(x)
. r(x)é o resto da divisio. r(x) q(x)

Um dos métodos para efetuar a divisao entre polindmios é apresentado a
seguir:

DIVISAO ENTRE POLINOMIOS: METODO DA CHAVE

Este método ¢ semelhante ao algoritmo euclidiano da divisio envolvendo
ndmeros inteiros. No exemplo seguinte sio esbogadas as etapas que compdem tal
método.

Consideremos a  divisio  de p(x) =6x"—13x* +x+3  por
s(x)=2x* =3x—1.

6x°
1.2 etapa) Divide-se 6x° por 2x?, obtendo-se F =3x.
X
6x° —13x° +x+3 | 2x” —3x—1
3x

2.2 etapa)  Multiplica-se 3x  pelo divisor s(x) =2x" —3x—1:
3x- (2x2 —3x— 1) =6x" —9x" —3x. Subtrai-se ~ este  resultado  de
p(x)= 6x° —13x" +x+3:
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6x° —13x" +x+3 | 2x” —3x—1
—6x° +9x” +3x 3x
—4x* +4x+3

Como o polindmio obtido (— 4x’ +4x+3) possui grau igual ao do

divisor s(x), prossegue-se a divisio. Se o polindmio obtido tivesse grau menor que

o do divisor, a divisao terminaria aqui.

— 4?2
3.2 etapa) Divide-se —4x” por 2x”, obtendo-se 5 f =-2.
X
6x° —13x> +x+3 | 2x?—3x-1
—6x” +9x% +3x 3x-2
—4x* +4x+3
42 etapa)  Multplica-se —2  pelo  divisor s(x) =2x" —3x—1:

-2. (2)62 —3x— 1) =—4x* +6x+2. Subtrai-se este resultado de
—4x* +4x+3:

6x° —13x> +x+3 2x* —3x—1
—6x° +9x° +3x 3x—-2
—4x> +4x+3
4x° —6x—=2
—2x+1

Como o polinémio obtido (— 2x+1) possui grau menor em relagao ao

divisor s(x) , entio, a divisio se encerra. Assim, p(x) = 6x3 - 13x2 +x+3
dividido por s(x) =2x" -3x—1 possui como quociente q(x) =3x—2 e resto
r(x) =-2x+1.

Para verificar se a divisdo estd correta, basta observar se a igualdade
p(x) = S(x)- q(x)+ r(x) ¢ satisfeita, conforme denotado abaixo:

p(x)=s(x)-q(x)+ r(x)
6x° —13x> + x+3= (227 =3x—1)- (Bx=2)+ (- 2x +1)
6x° —13x° +x+3=6x"—13x> +3x+2-2x+1

6x° —13x2 +x+3=6x"—13x* +x+3
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Utilizando tal método, a seguir, serd esbocada a divisao de

p()c)=4)c2 —2x+3 por S(x)=2x—1:

4x* —2x+3 | 2x—1
—4x” +2x 2x
3
Assim, a divisio de p(x) =4x> —2x+3 por S(x) =2x—1 apresenta
como quociente q(x) =2Xx e resto r(x) =3. De modo andlogo ao realizado

anteriormente, verifica-se se a divisio realizada estd correta.

Observagio: Note que o grau do quociente Gr(q) ¢ a diferenca entre os graus do
dividendo Gr(p) e do divisor Gr(s), ou seja, Gr(q) = Gr(p)— Gr(s).

DIVISAO ENTRE POLINOMIOS: METODO DE BRIOT-RUFFINI

Este método permite a divisao de um polindmio qualquer p(x) por
polindmios do tipo x—a. A seguir apresenta-se um tipo de esquema utilizado
neste método (ou algoritmo):

termo constante do

dividendo p(x )

termo constante do divisor, coeficiente de x do
com sinal trocado dividendo p(x)

| coeficientes do quociente resto

Nas etapas seguintes, por meio deste método, observe a divisio do
polindmio p(x) =2x" —8x> +2x+12 por S(x) =x-3.
1.2 etapa) Na primeira linha do esquema preenchem-se os respectivos valores:
3 | 2 -8 21

2.2 etapa) Na segunda linha, repete-se (ou abaixa-se) o primeiro coeficiente do

dividendo:
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3.2 etapa) Multiplica-se o termo repetido (2) pelo termo constante do divisor (3);
o produto (6) ¢ adicionado ao préximo coeficiente do dividendo (—8). @)

resultado (— 2) é colocado abaixo do coeficiente (— 8):

1

___________ 1

‘2 6+(-8) !
1

4.2 etapa) Repete-se este processo até a obtengio do resto:

3 |2 -8 2 112
2 [6+(=8)] [E6+2],
-2 —4 |
32 -8 2, 12
2 |6+(=8)| [6+2]|1[=12+12]
) —4 : 0

52 etapa) Representam-se o polinémio quociente q(x) € o resto r(x). Note que os

ndameros (2), (— 2) e (— 4) serdo os coeficientes do quociente q(x). J4 o resto

serd nulo:
q(x)=2x* —2x—4 r(x)=0
Para verificar se a divisdo estd correta, basta observar se a igualdade
P(x) = S(x) : q(x) + r(x) é satisfeita:
p(x)=s(x)-q(x)+r(x)

25 —8x> + 2x +12 = (x=3)- (22> = 2x = 4)+0

2x7 —8x% +2x+12=2x" —2x" —4x—6x" +6x+12

2x° —8x7 +2x+12=2x" —8x* +2x+12

Observagio: Perceba que, na divisio de um polinémio qualquer p(x) por
polindmios do tipo X—a, o resto serd sempre uma constante, pois X—d (o
divisor) é um polinémio do 1.° grau.
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Utilizando  este  método, observe a divisito do  polinémio
p(x) =3x" +5x—6 por S(x)= 3x—1. Como o divisor nio é um polinémio do
tipo X —da, entdo, serd necessdrio, inicialmente, dividir todos os coeficientes de
p(x) e s(x) por (3) de modo que o coeficiente de X do divisor S(x) seja 1. Apés,
realiza-se o método de Briot-Ruffini conforme denotado anteriormente:

plx) 3. 5 6

X——=x+>x—-2, no qual os coeficientes de X do
3 3 3
dividendo sio 1, O, é O 0 indica o coeficiente do termo x*. J4 o termo
constante é — 2.
ix)zéx—l:x——,cujo termo constante do divisor com sinal trocado é — .
3 3 3 3
1 5 1
— |1 0 — -2
CH I B e
Pl L2 I§E+(—2)
3.9 3o o
r 1, _38
3 9 1 27
Assim ()c)—)62+l)c+E eix)——§:>r()c)——ﬁ Note que
4 3779 S 3 27 g T

para obter I‘(x) , multiplica-se por (3) o valor encontrado. Verificando se a divisao

estd correta:
plx)=s(x)-q(x)+r(x)
3x° +5x—6:(3x—1)~[x2 +lx+Ej+(—§J
3 9 9
, 1 16 38

3x3+5x—6:3x3+x2+§x—x ——X————
3 39 9

3x° +5x—6=3x" +Ex—5—4
3 9

3 +5x—6=3x"+5x-6
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TEOREMA DO RESTO OU D’ALEMBERT

Segundo o referido teorema, o resto da divisdo de um polinémio p(x) por

X—a ¢ p(a). Por exemplo, para calcular o resto da divisio de

p(x) =x" +3x—10 por x — 3, basta obter o valor numérico de p(3). Veja:
p(3)=(3) +3-3-10=p(3)=9+9-10=p(3)=8

Portanto, o resto dessa divisio serd &, ou r(x):8. Observe que,

utilizando tal teorema, nio é necessdrio realizar a divisao para obter o resto.

EQUACOES POLINOMIAIS

Define-se equagiao polinomial (ou equagio algébrica) toda equagio que
pode ser representada da seguinte forma:

px)=0=a,-x"+a,, - X" +a,, X" +..+a,-X* +a,-x' +a, =0,

no qual:
° a, * O‘
bl
° a,, a,,, a, ,, ..., a,, d;, 4, sio nimeros complexos denominados

coeficientes e a, recebe o nome de termo constante;

e 11 éum nimero inteiro positivo ou nulo e determina o grau da equagao.

e A raiz ou zero da equagdo polinomial é todo valor & de X que satisfaca a
igualdade @, -a"+a, o' +a,_,-a"+...+a,-a" +a,-a' +a,=0.
Por exemplo, a equagio polinomial x> +5x+6 =0 possui como raizes os valores
—2 e =3, pois:

(-2 +5-(-=2)+6=4-10+6=0 | (-3 +5-(-3)+6=9-15+6=0

Observagio: O conjunto das raizes da equagdo recebe o nome de conjunto

solugio. Por exemplo, o conjunto solugio de x* +5x+6 =0 ¢ denotado por

S={-2; -3}

TEOREMA FUNDAMENTAL DA ALGEBRA

Segundo este teorema, toda equagio algébrica p(x)= 0, de grau n>1,

admite pelo menos uma raiz complexa.
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FORMA FATORADA

Toda equagao polinomial (ou equagio algébrica), de grau 1l (n > 1), pode
ser decomposta em um produto de 7 fatores do primeiro grau. Assim, a forma
fatorada da equagio p(x) =0 é
a, -(x—an)~(x—anfl)-...-(x—a3)-(x—a2)-(x—al)20, emque ,, &,

n?’

seees Oy, Oy, O, 530 as raizes da equagao.

Considerando o tltimo exemplo denotado, temos que a forma fatorada de

4 a e a

1-x*+5x+6=0 ¢ - x—C?) : x—'(j?) =0 (x+2)-(x+3)=0.

2 fatores, pois n=2

Note que @, =2 e &, =—3 sio as raizes desta equagio do segundo grau.

MULTIPLICIDADE DA RAIZ

Ao decompor um polindémio p(x), de grau 1 (n > 1), em um produto de

n fatores do 1.° grau, pode-se encontrar dois ou mais fatores idénticos. Por
2 , . e
exemplo, ao decompor p(x):x +10x+25, obtém dois fatores idénticos:

p(x) =x>+10x+25= (x + 5)2 = (x + 5)- (x + 5). Neste caso, pode-se afirmar
que —5 ¢ raiz dupla ou de multiplicidade 2.

Assim, o numero de vezes que uma mesma raiz aparece indica a
multiplicidade da raiz. Generalizando, “o ndmero r ¢ raiz de multiplicidade
ltiplicidade d G lizand r d Itiplicidade m

/1

de p(x) se, e somente se, p(x) = (x - r) .q(x), q(x) #07. Observe, a seguir,
dois exemplos:

a) No polindmio p(x) =x?—2x+1= (x - 1)2 = (x - 1)- (x - 1), h4 dois fatores
idénticos (x - 1). Portanto, 1 ¢ raiz dupla ou de multiplicidade 2 deste
polinémio.

b) No polinémio

p(x)z xt—4x’ 2% —12x+9= (x+3)2 -(x—l)2 = (x+3)-(x+3)-(x—l)-(x—l)
h4 dois fatores idénticos (x + 3) e mais dois fatores idénticos (x - 1). Assim, —3

¢ raiz dupla ou de multiplicidade 2 e 1 ¢ raiz dupla ou de multiplicidade 2 deste
polinémio.
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RELACOES DE GIRARD

Representam expressdes matemdticas que relacionam as raizes e os
coeficientes de uma equagio. O quadro seguinte apresenta, resumidamente, tais
relagoes:

Grau da Equagio Relagoes

Equacio do 2.° grau: o X +x,= _b

ax’ +bx+c=0,com a#0. a

X, € X, sao as ralzes da €quacgao. o Xl . X2 ==

o X tX,+XxX,=——
Equacio do 3.° grau:

d

ax> +bx* +cx+d=0,com a#0. | e XXy Xy =——
X, X, € X5 sdo as raizes da equagao.

c
& X Xy FX XX, Xy =—
a

Equacio de grau 7: o X +X,+..tx, =— C;H
2 1
a, - x"+..+a,-x +a,-x +a,=0 "
a
VA
,com a, #0. ° xl-xz-...-xn:(—l) .0
an
X, Xo5 ..., X sdoas N raizes da
1 2 n a
: _ 4
equagio. ® XX, tX Xyt tX X ==

Por exemplo, supondo que a equagio 3x” +2x”> —x—3=0 admita as

raizes X,, X, e X5, entdo, as relagoes de Girard serao:

-3)
XX, +x;=—— xl-xz-x3=—%=l DX Xy X Xy X Xy =

A partir dos temas abordados neste capitulo, observe a resolugio de alguns
problemas.

Exemplo 1: A soma das solugdes da equagio x° +4x° —x—4=0 &

a) 4 b) 2 c —1 d —4 e) 1
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Resolugido: Utilizando as relagdes de Girard para uma equagio do 3.°
grau, temos que a soma das raizes ¢ dada por:

b 4 4
X, +x, +x; ——;:>x1+x2+x3 __T: X +x, +x;=

Resposta: A alternativa correta é a letra d.

Exemplo 2) (UNESP - 2013): A equagio polinomial

3 2 . . ,
x" —3x" +4x—2 =0 admite 1 como raiz. Suas duas outras raizes sio:

2 (143 e (1-+/3i)

b) (1+i) e (1-i)

o (2+i) e (2-i)

d (~1+i) e (-1-i)

o (C1+3i) e (F1-43i)

Resolugio: Sendo o nimero 1 uma das raizes de X =3x>+4x-2=0,

entio, conforme o teorema do resto (ou d’Alembert), p(x) =x -3 +4x-2 ¢
divisivel por (x—l). Utilizando Briot-Ruffini ¢ possivel determinar a expressio

que, multiplicada por (x - 1) , resulte em p(x) =x —3x" +4x-2:

s(x) a(x) r(x)

—— T ~
Assim, p(x) = (x — 1)- (x2 —2x+ 2)+ O . Para determinar as outras duas

raizes da equacdo, basta resolver x> —2x+2=0 por meio da férmula de
Bhdskara:

Primeiro, calcula-se o discriminante:
A=(-2)-4-1.2=4-8=—4

Em seguida, calculam-se as raizes da equagao:
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= , =1+i e 1-i sdo as raizes.
2-2i 1—
=1-i

x2=

Logo, as trés raizes da equagio X =3x"+4x-2=0sio 1, 1+iel—i,
ou seja, § = {l; 1+1; l—i}.

Resposta: A alternativa correta é a letra b.

Exemplo 3: Qual o valor de m, de modo que —1 seja raiz da equagao
X+ (m+2)x’ +(1-mx—2=02

Resolugio: Se -1 é raiz do polindmio
p(x) =x+ (m + 2)x2 + (1 — m)x —2, entio, p(— l) =0. Calculando o valor

numérico de p(— l) =0 temos:

(- 1)= (1) +n+2)-(1F +[1-m)-(-1]-2=0
—1+m+2-1+m-2=0=2m-2=0=>m=1

Resposta: O valor de m é igual a 1.

Exemplo 4: Se 2 ¢é raiz de muldplicidade 3 da equagio

x*—9x* +30x% —44x+24 =0, calcule seu conjunto solugio.

Resolugio: Conforme o enunciado, o ntimero 2 ¢ raiz de multiplicidade 3
da equacio x* —9x” +30x" —44x+24=0. Por se tratar de uma equacio do
4.0 grau, entao, a mesma possui 4 rafzes. Como 3 destas raizes sio iguais, ou seja,
X, =X, =Xx; =2, utilizando qualquer uma das relagées de Girard é possivel
determinar o valor da 4.2 raiz. Consideremos a relagio da soma de raizes:

n—1

a

n

X +x, +x+x, =—

Sabendo que X, =X, = x; = 2, a,, = O e a, =1, temos:

242+2+x, :__T9:>6+x4 =9=x,=9-6=3
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Resposta: O conjunto solugio da equagio ¢ § = {2(tripla); 3}.

Exemplo 5 (VUNESP — 2000): Ao dividirmos um polinémio p(x) por
(x - C) , obtemos quociente q(x) =3x" —2x" + x—1 e resto p(c) = 3. Sabendo-
se que p(l) =2, determine

a) o valor de c;

b) o polindmio p(x).

Resolugio: a) Conforme jd abordado, temos que:
p(x) = q(x)- s(x)+ r(x), sendo S(x) o divisor e r(x) o resto da divisio.
A partir do enunciado, sabe-se que S(x) =X—cCce r(x) =3. Logo:

q(x) s(x) r(x)

—

(
p(x)z(?)x3 -2x7 +x—1)‘(x—c)+ 3

Como p(l) =72, entio:

p(1)=(3- 1P =212 +1-1)-(1-c)+3
2=1-(1-¢)+3=2-3=l-c=>-l-l=—c=c=2

b) Sabendo que ¢ =2, é possivel determinar p(x). Observe:

Q(X s(x) r(x)
(x)=(3x —2x" +x— 1) (x—2)+ 3
( ) X =2 +4x + X7 - 2x—x+2+3

p(x)=3x" —8x" +5x* =3x+5
Resposta: a) ¢ =2

b) p(x)z 3x* —8x’ +5x* —=3x+5

Nio se esqueca de resolver os exercicios, referentes a este capitulo, que se
encontram no Caderno de Exercicios disponibilizado na pdgina da web.
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11 NUMEROS COMPLEXOS

Para iniciarmos o estudo deste capitulo, vejamos a equacio x? + 3x +
5 =0 no conjunto dos niimeros reais. Qual o valor que vocé encontrou para o
discriminante? Essa equagao admite raizes nesse conjunto?

Se ao resolvermos a equagdo, surge uma expressao envolvendo uma raiz
quadrada de um ndmero real negativo, a solu¢do é impossivel dentro desse
conjunto, os reais. No século XVI matemdticos italianos, como Tartaglia8 e
Cardano’, perceberam em seus estudos de equagbes do terceiro grau, que o
conjunto dos reais nao continha todas as solugoes e entao surgiu a ideia de ampliar
o conjunto, acrescentando aos ndmeros reais um ndmero imagindrio que ao

quadrado fosse igual a —1, ou seja, i2 = —1.

Desta forma o conjunto dos niimeros complexos, C, pode ser expresso
da seguinte forma: C={a + bi,ondea,b € Ce i =—1}.

Essa maneira de expressar um nimero complexo é chamada de Forma
Algébrica dos niimeros complexos.

Considere z = a + bi um ndimero complexo, vamos destacar alguns

elementos importantes da forma algébrica, lembrando que i? = —1:
-Parterealde z2 R(z) = a €R
- Parte imagindriade z: Im(z) =b €R

- Unidade imagindria: i

Observacio: Se b = 0 = z = a é nimero real.

Sea=0,b#0 = z=bi ¢éntmero imagindrio puro.

Assim, pode-se afirmar que todo nimero real ¢ um nimero complexo, mas
nem todo ntmero complexo é real. O conjunto dos nimeros reais ¢ um
subconjunto do conjunto dos ndmeros complexos.

8 Para saber mais visite: hteps://pt.wikipedia.org/wiki/Tartaglia
? Visite: https://pt.wikipedia.org/wiki/Girolamo_Cardano
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POTENCIAS DA UNIDADE IMAGINARIA
Pode-se observar que:

il =i

i?=-1
B=i%i=(-1)i=—i
it=0*)?=(-1)*=1

sendo 7 o resto da divisao de n por 4.

Observagio: i° = i* = 1, pois 0 e 4 possuem o mesmo resto na divisio por 4.

Exemplo: Para calcular o valor de z = 2000 4 2001 4 ;2002 4 ;2003

precisamos determinar o resto das divisdes dos expoentes por 4, e entdo escrever as
equivaléncias. Assim temos:

z = (2000 4 2001 4 42002 4 2003 = 0 41 42 43 =14+i-1-i=0

OPERACOES COM NUMEROS COMPLEXOS

Sejam z = a + bi e w = ¢ + di, dois nimeros complexos.

1. Adigio:z+w=(a+c)+ b +d)i
Exemplo: Sejamz =2+3i e w=1-12i.
Entaio:z+w=024+3)+(1-2))=2+1)+B—-2)i=3+1i.
Propriedades da Adigio

Al. Associativa: Dados z,w,p € C temos que (z+w)+p=2z+
(w +p).

A2. Comutativa: Dados z, w € C temos que (z + w) = (w + z).

A3. Elemento Neutro: Para qualquer z € C existe 0 = 0 + 0i um ndmero

complexo tal que, z+0=2z =0+ z.

A4. Elemento Oposto: Dado z € C existe =z € Ctal que z + (—2) = 0.

Observagio: A propriedade do Elemento Oposto é conhecida na aritmética como:

Pro-Reitoria de Extensdo — PROEX



265

Operagio de Subtragio: z—w = (a — ¢) + (b — d)i
Exemplo: Sejamz =2+ 3ie w=1-2i.

Entio: z—w=02+3)-(1-20)=2-1D)+GB—-(=2)i=1+
5i.

2. Multiplicagio: zw = (ac — bd) + (ad + bc)i
Exemplo: Sejamz =2+3i e w =1 - 2i.
Entio: zw = (2+3i)(1 —2i) = (21 -3(-2)) + (2(-2)+3.1)i=8—

Propriedades da Multiplicagao
MI1. Associativa: Dados z, w,p € C temos que (zw)p = z(wp).
M2. Comutativa: Dados z, w € C temos que (zw) = (wz).

M3. Elemento Neutro: Para qualquer z € C existe 1 = 1 + 0i um ntiimero

complexo tal que,z.1 =z =1.z.

M4. Elemento Inverso: Dado z € C existe z~* € C onde zz~ ! = 1.

Observagio: A propriedade do Elemento Inverso ¢ conhecida na aritmética como:

~ . e — z
Operagio de Divisio: zw ™! = -

3. Conjugagio: Dado z=a+ bi € C existe seu conjugado, que é o

nimero complexo Z = a — bi € C.

Propriedades da conjugacio

Cl1. A soma do um complexo z com seu conjugado Z ¢ um ndmero real

dado por:
z+ 7z =2R(z) = 2a.

C2. A multiplicagio do um complexo z com seu conjugado Z é um
namero real dado por:

zZ = (a + bi)(a — bi) = a® + b>.
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Observagio: Quando trabalhamos com a divisio entre niimeros complexos ¢

preciso tornar o denominador em um ndmero real, assim devemos sempre

multiplicar o numerador e denominador da fragdo, pelo conjugado do

denominador.

Exemplo: Sejamz =2 +3iew =1 — 2i.
z 2430 (2+3)(A+2) 2+4i+3i—-6 —4+7i

w 1-2i (1-20)1+2i) 1+4 -5

Os ntimeros complexos podem ser identificados, através de uma transformagio

bijetora, com os pontos do plano cartesiano.

Desta forma, tem-se uma Representagio
Griéfica dos nimeros complexos. O plano
cartesiano complexo é também conhecido
como Plano de  Argand-Gauss. A

transformagio bijetora existente entre o
conjunto dos niimeros complexos e o plano
cartesiano relaciona o nimero complexo
Z=a+bi com o ponto P cuja abscissa ¢
dada pela parte real do nimero complexo
(R(z) =a) e a ordenada, pela parte

Eixo Imaginério

z =P

(ab)

@ Fmmmm————

Eixo Real

imagindria (Jm(z) = b).

i

| Eixo Imaginario

z=a+hi = P(a,b)

Eixo Real

Ao unir-se os pontos O e P obtemos
a possibilidade de medir o comprimento
desse segmento utilizando o Teorema de
Pitdgoras. A essa medida chamamos
Médulo do nimero complexo, isto é,
p = |z| =Va? + b%. Também pode-se
medir o 4ngulo que tal segmento faz com
o eixo real, medida que chamamos

Argumento do ndmero complexo

(@ =arg(z)talque 0° < 6 < 360°).

Exemplo: Para representar o niimero complexo w = 1 + 2i e calcular seu

moédulo devemos marcar 1 no eixo real (eixo-x) e 2 no eixo imagindrio (eixo-y).
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A Eixo Imaginario
z=1+2i = P(1,2)

Eixo Real

1

Médulo: V12422 = \/g

Usando relagées da trigonometria temos as seguintes equagdes:

a
cos @ = o & a = |z|cosO (a)
b
senf = ol < b = |z|send (b)
Exemplo:
Dado o numero complexo
z=2+42i, podemos determinar o Sl Imagiana

médulo e o argumento de z, da seguinte
forma:

|z| = /22 422 =8 =2V2 = 5,667

p =566

0=45°

2 Eixo Real

Com esses valores de seno e cosseno, podemos afirmar que 6 = 45° ou

2 1 V2 2
senf=—=——==—=.—==——
1Z1 242 J2'J2 2
a 2 \/5
cosf=—=—+x==—
1Zl 22 2
r
e

FORMA TRIGONOMETRICA OU POLAR DOS

COMPLEXOS

NUMEROS

Um niimero complexo na forma algébrica é dado por z = a + bi. Quando

escrevemos esse nimero em fungio do seu médulo e do seu argumento, temos a
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forma trigonométrica ou polar dos nimeros complexos. Para isso vamos usar as

equagdes (a) e (b) de tal forma que:
z=a+ bi =|z|cos(0) + |z|sen(0)i = |z|(cosO + isenh)
Lembrete: Da trigonometria sabemos que:
cos(a + B) = cos(a)cos(B) + sen(a)sen(B)
sen(a + B) = sen(a)cos(B) + sen(B)cos(a)
Considerando z; = pi(cosa +isena) e z, = py(cosiB + isen f3),

podemos operar com esses nimeros complexos da seguinte forma:

Q) 71 =pq (cos(—a) + isen(—a)) =p (cos(a) — isen(a)), pois a
funcio cosseno ¢é par e a fungao seno é impar.

b) z1z, = p1pz[cos(a + B) + i sen(a + B)] usando as equagdes (c) e
(d).

Z1 _ 2172 _ P1P2 _ . B
) 7z, 2377 (p2)? (COS(a B) +isen(a ﬁ))

= %(cos(a — B) + isen(a — B))
2

Exemplo: Dados 71 = 2(cos30° +i sen30°) e
Z; = 3(cos 60° + i sen 60°), temos que:

212, = 6(cos(30° + 60°) +i sen(30° + 60°)) = 6(cos(90°) + i sen(90°))

zy 2 . 2 .
=3 cos(30° — 60°) + i sen(30° — 60°) = §cos(30” — lsen(30”))
2

POTENCIACAO: FORMULA DE DE MOIVRE"

Considerando z = p(cos@ +isenf) e n€Z, temos a conhecida
Férmula de De Moivre:

z" = p"[cos(nB) + i sen(nh)], com 0°< N <360°.

10 Saiba mais em: https://en.wikipedia.org/wiki/De_Moivre%27s_formula
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Exemplo: Dado o niimero complexo z = 2 (COS% +isen %), podemos

facilmente calcular o valor de z* utilizando a férmula de De Moivre.

z4—24(cos4—n+isen 4—7T>—16<c052—n+isen 2—7T>
B 6 6/ 3 3

Exemplo: Dado o nimero complexo z = 2 (COS% +isen %), podemos

facilmente calcular o valor de z2 utilizando a férmula de De Moivre.

5 5 2T —2m 1 T 8
z7¢=2 (cos—+lsen—)=—(cos——+lsen——)=

6 6 4 3 3
1 T s
= Z(COS § —1i seng)

RADICIACAO OU RAIZES DE UM NUMERO COMPLEXO

O problema de extrair as raizes n-ésimas de um nimero complexo z € C,

1
(z)/n = Zy, é equivalente a resolver a equagio (zp)" = z, para zy € C, quando
Z e n sao dados. Dadas a forma polar de z # 0, z = p(cos@ +isenb), e a
forma polar de zy = py(cos 8y + i sen ), onde py e B sio as incégnitas.

Reescrevendo a equagao temos:

po™(cosnby + i sennby) = p(cos O + i sendh).

Consequentemente, da igualdade temos que:
po" =p e nBy = (6 + 2km), k € Z.

Portanto temos n solugdes distintas para a equagio (Zp)" = z, ou seja,

existem n raizes do nimero complexo z € C, a saber,

Zy = % (cos (6+rzlkn) +isen (6+§kﬂ)) ,para0 <k <n-—1

Quando z = 0, a equagio (2z9)" = z tem uma unica solugio zy = 0.

Quando z = 1, temos as chamadas raizes n-ésimas da unidade, as quais
podem ser descritas por:

z, = (cos (%) + isen(%)), k=01,..,n—1.
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Observagao: Em particular para k = 1 denominamos a raiz correspondente de

. Lo . 2m . 2m
raiz primitiva, a qual pode ser descrita por: z; = w = cos(— ) + i sen (—).

Tendo em vista a Férmula de De Moivre, as raizes da unidade sio dadas

pelas poténcias da raiz primitiva, ou seja: 1, w, w? w3, ..., oL

No plano complexo, as raizes n-ésimas da unidade sio os vértices do
poligono regular de n lados, inscrito no circulo de raio 1, com um vértice no ponto
z=1

Exemplo: Determinar as raizes
quintas da unidade. 1124
Resolugio: Isto significa determinar 2
2m\ . 2 0 T
zl—w—cos?+lsen ? 1 0 1
; 2 3 -1 Z3
e depois w*, w>,...,w" ™", lembrando que L 2
Zg = 1 sempre é uma das raizes da unidade. { ¢4
Pela Férmula de De Moivre, temos as outras
raizes da unidade:
4 , 4
Zy = w? = cos (?) +isen (?),
6m . 6m 8w . 8
Z3 = w3 = cos (?) +isen (?) € Zy = w* = cos (?) +1isen (?)

Observagio: A raiz primitiva da unidade pode também ser usada para

determinacio das raizes n-ésimas de qualquer de z € C. Consideremos z; € C

uma raiz qualquer das n-ésima de z € C, entio zw, Zla)z, le3, -, len_l,

sd0 as demais n-ésimas raizes desse nimero complexo.

Generalizando temos entao:

z" = W (cos (@) +i sen(@)), k=0,1,..,n—1.

. p . 2 ;
Exemplo: Determinar os niimeros complexos Z tais que z B=1+i

Resolugio: Temos que 1 + i = /2 (cos G) +isen (%))
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2
Asim 2713 =1 4= (v2) " (eos (57 + 1 sem (7)) =

_ 3 3n+2kn . 3n+2kn _
=32 (cos( p )+lsen( 5 )),parak =0,1,2
Logo, temos trés nimeros complexos que satisfazem a equagio, a saber:
> zy V2 (cos (%”) +isen (%))
» 71 = V2 (cos (37[;2”) +isen (3n;2n)) =2 (cos (S—H) +

8

I senb5n8;

» z; = V2 (cos (3n;r4n) +isen (3n;4n)> =2 (cos (%n) +isen (%T))

A seguir observe a resolugio de dois exemplos retirados do vestibular:

Exemplo 1 (UNESP - 2012): A equagio polinomial

x3 — 3x2% + 4x — 2 = 0 admite 1 como raiz. Suas duas outras rafzes sio:
A)(1+i)e@—10)

by 2+i)e(2—-1)

o (1—-3i)e(l—1i)

d) (m1+i)e(-1-1)

e) (1—3i)e(1+3i)

Resolugio: Como temos uma raiz, utilizamos o método ou dispositivo
prético de Briot-Ruffini':

1|1 =3 442 . Assim temos que x3 — 3x? + 4x — 2 = (x — 1)(x? — 2x + 2).
1—-2 210
Usando a Férmula de Bhiskara'? temos A = —4.

Portanto,

"' Saiba mais: htp://mundoeducacao.bol.uol.com.br/matematica/dispositivo-pratico-
briotruffini.htm

2 Veja a demonstragio em: hetp://brasilescola.uol.com.br/matematica/demonstracao-
formula-bhaskara.hem
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x3—3x2+4x—-2=(x—-1)(x? —2x +2)

=(x—1)(x—(1+axx+(1+in)
Logo, as outras raizes sao (1 + 1) e (1 —i).

Resposta: A alternativa correta é a letra a.

Exemplo 2 (UEFS — 2012): O dispositivo de Briot-Ruffini recebeu este
nome em homenagem ao matemdtico francés Charles A. A. Briot (1817 — 1882) e
ao matemdtico italiano Paolo Ruffini (1765 — 1822).

O esquema a seguir representa a divisdo de um polinémio P(x) por outro
do tipo D(x) = (x — 1)(x — ¢) pelo método de Briot-Ruffini, com a, b, c e d

constantes reais, d = 0.

1 a =7 b
1 1 d 0
c d
I o= 0
2

Nessas condigbes, pode-se afirmar que, sendo i a unidade imagindria dos

ntmeros complexos, o valor de (a + bi)(c — di) é

a) 36 — 12i b) —12 — 36i c)12 — 36i
d) 12 + 36i e) —36+ 12i
Resolugio: Inicialmente, utilizamos o dispositivo de Briot-Ruffini:
1 a -7 b 1 0 =T 6
| 1 | d 0 1 | | = 0
C d | A 3 1]
1 - 0
2

Observando o esquema de Briot-Ruffini, temos que:
l+a=1=a=01-7=d=>d=-6>-5=3d+b=0=b=6¢
ct1=3>c=2

Portanto:a=0,b=6,c=2e¢d = —6.

Assim: (a + bi)(c — di) = 6i(2 + 6i) = 12i — 36

Resposta: A alternativa correta é a letra e.

Pro-Reitoria de Extensdo — PROEX



273

Questio 3 (UNESP — 2013): Sabe-se que 1 é uma raiz de multiplicidade
3 da equagio x° —3x*+4x3 —4x2 +3x—1=0. As outras raizes dessa
equagio, no Conjunto Numérico dos Complexos, sao

aA)(-1—-0De(@+10) b)(1—-i)e(1—-1) coie(—=i)

d)1e(—-1) e)(1+i)e(1—1)
Resolugiao: Consideremos o conjunto S ={1,1,1, X1, X5} como sendo o
conjunto  verdade  para a  equagido  do 5.0  grau  dada,

x5 —3x*+4x3 —4x24+3x—1=0, isto & o conjunto de suas 5 solugdes,

entio:
{1+1+1+x1+x2=3 o {x1+x2=0
1-1-1-x1x2=1 X1X2=1
X1 = —X3 X1 = —X3 X1 =1 X1 =—i
{(x1)2=—1  {h-u = {x2=—i ot {x2=i

Resposta: A alternativa correta é a letra c.

Nao se esqueca de resolver os exercicios, referentes a este capitulo, que se
encontram no Caderno de Exercicios disponibilizado na pdgina da web.
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12 GEOMETRIA ANALITICA

A Geometria Analitica pode ser também chamada de Geometria das
Coordenadas ou de Geometria Cartesiana. FEla se dedica ao estudo
da geometria por meio de um sistema de coordenadas utilizando os principios
da dlgebra e da andlise. Trata-se de um campo matemdtico onde sio utilizados
simbolos e métodos algébricos para o estudo de problemas geométricos. A
importincia desse conteido se encontra no fato de estabelecer uma
correspondéncia entre curvas geométricas e equagdes algébricas.

Em geral, osistema de coordenadas cartesianas é usado no trabalho
com equagdes de retas, planos e curvas, geralmente em duas ou trés dimensdes,
podendo também ser utilizada para um nimero maior de dimensaes.

O surgimento desse campo da matemdtica se deu através dos estudos de
dois franceses, Pierre de Fermat'® (1601-1665) e René Descartes' (1596-1650), os
quais, curiosamente, nao foram matemdticos profissionais e nio trabalhavam
juntos. Esse é mais um dos muitos casos, na ciéncia, de descobertas simultineas e
independentes.

Na atualidade a tecnologia tem auxiliado muito no estudo da Geometria
Analitica, através dos softwares de geometria dinimicas, como por exemplo o
GeoGebra'®,que surgiu em 2003 e tem sido distribuido gratuitamente pela
internet, com versdes para computadores, tablets e celulares.

Neste capitulo, faremos uma revisao
dos principais conceitos da Geometria Analitica,

iniciando pela apresentacio do Sistema de 9
) P
Coordenadas Cartesianas. 2 °
Q
L ] 1
Na figura ao lado temos a :
~ . 0
representagio, no plano cartesiano, de tés “ = = o o 1 2 5

pontos P(3, 2), Q(— 2, 1) e P(l, — 2), além da b

. - . . -2 L]
intersecio de duas retas, denominadas eixos

cartesianos. Essa intersegao dd origem ao sistema °

e por isso é denominada de O. Observamos que a

a primeira coordenada de cada um dos pontos é marcada no eixo horizontal (eixo-

13 Saiba mais em: htep://www.somatematica.com.br/biograf/fermat.php
4 Ver: http://www.e-biografias.net/rene_descartes/
15 Para saber mais: http://www.pucsp.br/geogebrasp/
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x) e a segunda coordenada no eixo vertical (eixo-y). Dessa forma um ponto
qualquer de coordenadas x e y ¢ descrito pelo par ordenado (x, ).

Dados dois pontos quaisquer, P e Q, por exemplo, pode-se medir o
segmento que os une, o que chamamos de Distincia ponto a ponto. Notagio:

d(P,Q).

Observe que, na figura a seguir, podemos tragar dois segmentos: um
paralelo ao eixo-x passando em Q e outro paralelo ao eixo-y passando em P. Se

chamarmos a intersegao desses segmentos de S, teremos um tridngulo retingulo em

S.

3 A distAncia entre os pares de pontos, Pe S, e Qe
p S, sao medidas com facilidade, pois basta

2 . .
/ considerar que a diferenca entre as coordenadas

1 | | & diferentes, visto que os pontos possuem uma das
o coordenadas iguais. Neste caso temos que
0
3 2 3 0 1 2 3 Xs=XpeYs =)o

-1
Assim, d(Q, S) = Xg — XQ (S d(P, S) =Yp — yQ

Usando o Teorema de Pitdgoras é possivel calcular a medida do segmento
PQ, ou seja, a distincia entre esses dois pontos.

d(r,Q) = \/(xs - xQ)Z +p —y5)? = J(XP - XQ)Z + (YP - YQ)Z-

Exemplo 1 (VUNESP — 2003): O tridngulo PQR, no plano cartesiano,
de vértices P(0, 0), Q(6, 0) e R(3, 5) é:

a) Equildtero b) Isésceles, mas nio equildtero ¢) Escaleno
d) Retangulo e) Obtusangulo

Resolugio: Utilizando a férmula da distncia entre dois pontos, temos:

d, Q) =\[(xp—xe)2+(yp ~y0) =J0-67+(0-02=6

d(P,R) =+/(xp —xp)2 + (vp —yr)2 =/ (0—3)2+ (0-5)2 =9 + 25 =
e
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d(Q, R) =J(xQ —xx) + (v —z) =632+ (0—5)2 =9 +25 =
=+/34

Assim, o tridngulo PQR possui dois lados com medidas iguais ¢ um de
medida diferente, o que nos diz que ele é do tipo Isésceles nio equildtero.

Resposta: A alternativa correta é a letra b.

Considerando, ainda, dois pontos pode-se desejar determinar um ponto
entre eles que divida o segmento que os une em duas partes iguais, o que significa

determinar um ponto no meio do segmento. Esse ponto é chamado de Ponto
Médio de um segmento.

Sejam os pontos P = (xp,yp), Q = (xQ,yQ) e M o ponto médio do
segmento PQ. Pela prépria definigio do ponto médio temos que d(PM) =
d(MQ). Assim temos:

d(PM) =/(xp —xp)? + (p —yu)? ¢

dMQ) = J(XM - xQ)Z + (v —J’Q)Z

. 2 2 .
Ou seja, (xp — xp)* + Wp —ym)? = (xm —x¢)" + (yu —¥0)~ cujo
desenvolvimento resulta em:

__xptXxg _yrptyq
Xm ——2 e Yu ——2

Observagio: Como o baricentro (B) de um tridngulo é o centro da circunferéncia
inscrita nesse tridngulo, temos que a distincia entre tal ponto e os vértices do
tridngulo ¢ sempre a mesma. A partir de manipulacoes algébricas, ém-se as
coordenadas do baricentro que sao dadas por:

_ Xptxptxc _Yyatyptyc
Xp ——3 € VB ——3

Exemplo: Determine os valores de x e y sabendo que A(2,4), B(x,2) e
C(2,y) sao vértices de um tridngulo cujo baricentro é o ponto G(1, 2).

Resolugio: Sabemos que as coordenadas do baricentro sao:
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xa+xptxc — 2+x+2

Xp = 3 3 =lo4+x=3x=-1c¢
+yptye 4+2+
yp =2 3;‘9 Ye _ . Y —2e6+y=60y=0

Resposta: Assim,x = —1ey = 0.

AREA DO TRIANGULO ABC

Na geometria plana estudamos algumas formas de se calcular a drea de um
triingulo. Na Geometria Analitica, onde cada um dos vértices é dado através de
suas coordenadas, a questio do cdlculo da 4drea também ¢ pertinente, e apesar de
uma demonstracio que utiliza conceitos mais avancados, os quais nio trataremos
aqui, a forma de calcular essa 4rea é muito simples.

Esse tema é muito interessante, pois relaciona a geometria plana com a
dlgebra, através da teoria das matrizes. A forma de calcular a drea do tridngulo
ABC, por meio do determinante e das coordenadas dos vértices, estd dada na
férmula a seguir:

D] X4 ya 1
A= > onde D é o determinante dado por D = |xg  yp 1f.
xc Yo 1

Observagio: Observe que se o determinante D ¢ nulo entdo obtemos uma drea
igual a zero, o que significa que nao existe a possibilidade de se formar um

triingulo com tais pontos, que é o mesmo de dizer que esses trés pontos sio
colineares.

Exemplo: Determinar as coordenadas de C(x,y) tal que pertenga a reta
¥ = 1 e junto com os pontos A(2,4) e B(—1, 3) formem um tridngulo de drea 4.

Resolugio: De fato, temos que:

2 4 1
A= |2£| =4, onde D é o determinante dado, D = -1 3 1| = +8.
x 1 1

Assim, temos duas opgbes para o ponto procurado:

i) 6+4x—-1—-3x+4—-2=8<x=10u
i) 6+4x—-1—-3x+4—-—2=-8 x=-15.

Resposta: Os pontos C;(1,1) e C,(—15, 1) satisfazem o problema.
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EQUACOES DE RETAS

As retas sao constituidas de pontos com caracteristicas especiais e em
comum, assim podemos destacar essas caracteristicas ou relagées usando as
coordenadas desses pontos, a essa relagio de equivaléncia que relaciona as
coordenadas dos pontos de uma reta ou destacam uma caracteristica especial desses
pontos, chamamos equagio da reta que passa nesses pontos.

Destacamos algumas retas especiais:

1. Horizontal ou vertical: os pontos dessas retas possuem uma das

coordenadas sempre iguais, o que na equagio ¢ representado por uma
constante.

i eixoy A eixo-y

Reta horizontal: y = k
k Reta vertical: x = k

eixo-x k eixo-x

2. Bissetriz dos quadrantes impares ou dos pares: nessas retas as
coordenadas possuem o mesmo valor (quadrantes pares) ou o valor oposto
(quadrantes impares), o que é apresentado em suas equagdes:

E—

o

=2

=24
As equacdes das demais retas possiveis no plano cartesiano podem ser

determinadas a partir da Condig¢io de Linearidade, ou seja, “T'rés pontos sio
colineares se a drea do tridngulo formado por eles é nula”.
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Consideremos dois pontos fixos A(xy,¥4) e B(xp,yg) por onde a reta r
passa, e representemos por P(x,y) os demais pontos dessa reta.

Assim, temos que a reta pode ser descrita pela seguinte equivaléncia:

x y 1
ri|xa ya 1l=0 & riax+by+c=0;ondea,b,c €ER
xp yp 1
. 1 x4 1
tais que a@ = Y 1|=(yA_yB), b=—|xA 1|=(x3—xA)
B

X,
ec= | A yA| = (X4Yp — XBYa)-
Xp YB

Equagio Geral da reta 7 é aquela dada por r: ax + by + ¢ = 0.

Observe que fazendo uma manipulagio algébrica simples na equagao geral
da reta r obtemos a chamada Equag¢io Reduzida da reta 7, ou seja:

riy=mx-+n

Os valores reais m e n sao chamados, respectivamente, de coeficiente
angular e coeficiente linear da reta 7.

Observe que o ponto de intersegao
entre a reta e o eixo-y possui x = 0, pois essa A
¢ a caracteristica especial de todos os pontos
do eixo-y, assim utilizando a equagio reduzida

da reta r temos: P(0,n)

rry=m0+n=n

Dessa forma, temos que o ponto de

interse¢io da reta com o eixo-y é dado pelas "
coordenadas x =0 ey = n.

Observagio: Essa é uma das importantes fungdes do coeficiente linear da reta,

determinar a intersecao da reta com o eixo-y.

Por meio do coeficiente angular (m) pode-se avaliar o crescimento, ou
decrescimento, da reta. Da equagio geral para a reduzida tem-se que:

—b_(p—x4)
a (a-ys)
Observagio: O nome de coeficiente angular vem do fato do valor (mm) ser

exatamente aquele dado pela tangente do 4ngulo @ que a reta 7 faz com o eixo-x,
ou seja, m = tg(a).
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Observando a razdo que determina (m) temos que:

e Sem > 0 entio aretat é crescente.

J

e Sem < 0 entio aretar édecrescente.

Sem = Oentioxg —x4 =0 & x4 = Xp e, assim, a
reta 7 é constante.

Observagio: Observe que na equagio geral da reta r:ax + by + ¢ = 0, os valores
a e b nao sio simultaneamente nulos, pois nesse caso ¢ = 0 e, entdo, qualquer
ponto do plano cartesiano poderia satisfazer a equagao.

Exemplo: Determine o valor do coeficiente angular m da reta

r:2x + 3y —5 = 0 e determine o crescimento dessa reta.

Resolugio: A equacio reduzida

dessa reta r é dada por: 71y = —gx + 2

5

3 1
2 ’

Logo, m= -3 e, portanto, a reta € 0

-1 0 1 2
decrescente.

Observagio: Podemos confirmar a teoria através do grafico dessa reta, conforme

figura acima.
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Podemos, ainda, desenvolver a equagio geral da reta deixando-a em fungao
do coeficiente angular e das coordenadas de um de seus pontos, por exemplo, o
ponto Py(xg, o). Assim temos: ¥ — Yo = m(x — xq)

Exemplo 1: Determine o coeficiente angular m da reta que passa pelos
pontos A(1,3) e B(2,5).

Resolugio: Tomando P(x,y) = B(2,5) e Py(xg,¥0) = A(1, 3)temos :

y—yo=mx—x) ©5-3=mQ2-1) eom=2.

Observacao: Se a reta 1 possui coeficiente angular m, temos que uma reta
. . . . . -1 1 .
perpendicular a ela possui coeficiente angular igual 2 —m™" = ——. Isso equivale a

dizer que o produto dos coeficientes angulares de retas perpendiculares ¢ igual

a-—1

Exemplo 2 (GV — 2003): Os pontos A(—1,4) e B(3,6) sio simétricos

em relagao a retar. O coeficiente angular da reta 1 vale:

a) —1 b) —2 c)—3 d) —4 e) =5
Resolugio: Se os pontos A e B sio simétricos em relagio A reta 7, o

segmento AB ¢é perpendicular 3 reta 7, com coeficiente angular m,p. Fazendo

A(—=1,4) = (x,y) e B(3,6) = (xg,¥9), podemos usar a equagio abaixo para

obter o coeficiente angular. Assim temos:

y—}’O:mAB(x—xo)‘:’4—6:mAB(—1—3)@mAB:E

Como a reta que passa por A e B ¢ perpendicular a 7, seu coeficiente

angular serd —2.

Resposta: A alternativa correta é a letra b.

POSICAO RELATIVA ENTRE DUAS RETASRE S

Observamos que os coeficientes angulares das retas sio valores capazes de
nos dizer muito sobre as retas. Por meio deles é possivel estabelecer a posigao
relativa entre duas retas:
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POSICAO RETAS RETAS RETAS
RELATIVAS PARALELAS PARALELAS CONCORRENTES
DE RETAS COINCIDENTES DISTINTAS
Relagao entre os
coeficientes m, =mg m, =mg
m, # mg
angulares (m) e h, = hy h, + hg
lineares (h)

. 1
Observagio: Retas Perpendiculares: mg = ——

m,

DISTANCIA ENTRE PONTO E RETA

Consideremos um ponto P(xp, yp) fixo e a reta r dada pela equacao geral
r:ax + by + ¢ = 0. Para calcular a distincia de P A reta r, vamos construir um
paralelogramo considerando dois pontos sobre a reta 7, A e B, o ponto P e um
ultimo ponto Q na interse¢do da reta paralela A reta 7 passando em P e a reta
paralela aquela que passa por A e P, passando no ponto B (veja a figura a seguir).

Observe que a distAncia do ponto P a reta r, d(P,7) ¢ igual a altura desse
paralelogramo e que sua drea é o dobro daquela do triangulo ABP. Assim, usando a
férmula do cdlculo de drea de tridngulos e da distincia entre os pontos A e B, temos
a seguinte expressao:
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Xo Yo 1
Xa ya 1
xg yg 1 _laxg + by, + ¢

d(P,r) =

Vs —x5)2 — (y5 — ya)? ~ VaZ+p?

Exemplo: Determine a distincia entre A(2,5) earetar:y = x — 1.

Resolugio: A equagio geral da reta dada é —x +y + 1 = 0. Assim, para
calcular a distAncia precisamos substituir as coordenadas do ponto A, a = —1 ¢
b =1, da seguinte forma:

D=|-1-2+4+1-5+1| =44
Logo:

ID| +4  +4

dAn) =7 = e s

+2v/2 = 2,83.

Resposta: A distincia entre o ponto A e a reta 1 ¢ de, aproximadamente,
2,83.

CURVAS CONICAS

As curvas cOnicas sio assim chamadas, pois sdo a interse¢do de um plano
com um cone de duas folhas infinito. A figura'® a seguir ilustra isso:

parabola

elipse

'¢ Extraida de hetp://www.coladaweb.com/matematica/conicas
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1. Circunferéncia

Observamos que a caracteristica 4
principal de uma circunferéncia é que seus
pontos estio a uma mesma distincia (r
raio) de um ponto dado, chamado de . £ i

centro da circunferéncia. A figura’ ao
lado mostra isso. Vamos descrever tal

caracteristica em forma de equagio. '

v
>

Seja P(x,y) um ponto qualquer da

circunferéncia e C(h, k) o seu centro.

Logo, r=d(P,C) = \/(x —h)2+ (y —k)? o que nos di a Equagio
Reduzida da circunferéncia de centro C e raio
c:(x—h)?+(y—k)? =r?
Uma pequena manipulagio algébrica nessa equagao resulta na Equagao Geral da

circunferéncia:
c:x?+y?2—2xh—2yk +h>+k?>—-12=0
Os elementos principais dessa curva sao:

e Centro: C(h, k);
e Raio:7 € R, tal quer > 0.

Quando observamos uma reta e uma circunferéncia, podemos encontrar trés

situagdes diferentes, quanto a posigao delas. Observe-as:

POSICOES RELATIVAS ENTRE RETA E CIRCUNFERENCIA

t: Reta tangente

1. Reta tangenciando a S
g c:circunferéncia d(c’v=raio

circunferéncia (reta tangente): nesse
caso a distdncia entre a reta e o centro S —

da circunferéncia ¢ igual ao raio da

circunferéncia.

17 Extraida de hetp://www.monografias.com/trabajos67/guia-matematicas-dos-ingreso/guia-
matematicas-dos-ingreso2.shtml
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t: reta exterior

2. Reta nao intercepta a c¢:circunferéncia
. A . . d(c,t)>raio
circunferéncia (reta exterior): aqui

temos que a distdncia entre a reta € o —
centro da circunferéncia é maior que o

. . A . Centro
raio da circunferéncia.

s: reta secante

3. Reta intercepta a circunferéncia ceircunferéncia d(c,t) < raio
em dois pontos (reta secante): agora '
a distincia entre a reta e o centro da
circunferéncia é menor que o raio da

Centro

circunferéncia.

Observe, a seguir, a resolugio de um exemplo envolvendo tal conceito:

Exemplo (FATEC - jul/2016): Num sistema de eixos cartesianos
ortogonais, considere a circunferéncia A:x? + y2 —6x+2y+6=0 e a reta
r3x+7y—21=0. A reta s, que é paralela a 7 e contém o centro de A, tem
equagao:

aA)3x+7y—2=0 b)3x—-7y—-2=0 A)3x+7y+5=0
d)3x+7y—16=0 e)7x+3y—2=0

Resolugio: O centro C de A pode ser calculado através de uma
manipulacio algébrica na equagio da circunferéncia. Divide-se os coeficientes de

X e y por 2 e trocam-se seus sinais. Dessa forma:

k(- Q) +(r-(D) -~
B 4 > y > =r
-2

2):>C(3,—1)

. ., 6
Portanto, o centro dessa circunferéncia é C (E )

Se a reta s é paralela a 7, deve ser do tipo 3x + 7y + k = 0, com k real.
Como contém o ponto C, entao basta substituir as coordenadas do ponto C nessa
equagio. Assim:
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3-3+7(-D+k=0k=-2

Resposta: A alternativa correta é a letra a.

2. Elipse

plano cartesiano, F;(x1,y1) e
F,(x3,¥,), podemos tracar uma

Dados dois pontos fixos no

curva com a

caracteristica: A soma das
distincias de ponto qualquer

P(x,y) da curva aos pontos

fixos é constante.

Traduzindo

caracteristica temos:

seguinte

€ssa

d(P, Fl) + d(P, Fz) = 2a

Observacao: A soma dessas distdncias é maior do que a distincia entre os pontos
fixos, isto é, 0 < 2¢ = d(F;, F,) < 2a.

c™.

Os elementos principais dessa curva sao:

Centro: C(h, k);

Focos: F;(x1,y1) e Fo(x2,¥2);

Pontos extremos (vértices) no eixo maior: A; (xAl' yA1) eA, (xAz' yAZ);

Pontos extremos (vértices) no eixo menor: B, (xBl’ yBl) e B, (sz,yBZ);

Medida do eixo maior: 2a = Zd(Al,C) = Zd(Az,C);

Medida do eixo menor: 2b = Zd(BLC) = Zd(BLC);

Medida focal ou distincia focal: 2¢ = Zd(Fl,C) = Zd(Fz,C).

Observe que o ponto B;  pertence

d(B,,F;) = d(B,,F,), podemos afirmar que d(B,,F;) = ae, entio, a? =b%+
2

Temos também que 0 < 2¢ < 2a.
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Usando as férmulas de distAncia entre dois pontos e manipulagdes

algébricas, temos a seguinte equagao reduzida para a elipse de centro C(h, k):
(x—h?  (y—k)?
Z T o

Observamos que os pontos F; (x1,y1) e F,(x3 ,¥,) sempre se posicionam

1

sobre o eixo maior da curva. O eixo perpendicular a esse passando no centro da
curva é chamado de eixo menor.

Observagio: Quando o centro da curva coincide com a origem do plano cartesiano
(0,0), temos a forma padrio da curva:

x2 yZ

2 =t

Existem duas possibilidades para a curva na forma padrao, considerando
seus eixos paralelos aos eixos coordenados e centro na origem do plano cartesiano:

Caracteristica da Equagio
! (; Grifico
curva Reduzida
Eixo maior da elipse x% y?
paralelo ao eixo-x a2 + Y 1
Eixo maior da elipse x? y?
paralelo ao eixo-y b2 + - 1
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Exemplo: Determine uma equagio para a elipse de focos em

F,(0,0) e F,(0,4), cujo eixo maior mede 8. Esboce seu grifico.

Resolugdo: Observando os dados do problema, vemos que a elipse possui

eixo maior no eixo-y e centro no ponto médio dos pontos dados, assim C(0,2),

a=4ec=2.
Na elipse temos que:
a?=b2+c?obl=a?-c?=16-4=12b=2V3

(x-0)? | (y-2)2 x?  (y-2)?
GO L0 e 02 o
2zt 1 TRERET Ji o seu
apresenta-se a seguir:

Assim:

54 Equacéo da Elipse:
12+ (y-22/16=1
5
4 Fy
3
By 2'.»'-\ B,

3. Hipérbole

Dados dois pontos fixos no
plano  cartesiano,  Fi(xq,y1) e
F,(x3,y,) podemos tragar uma curva
com a seguinte caracteristica: O médulo
da diferenca das distincias de ponto
qualquer Q(x, y) da curva aos pontos
fixos é constante. Traduzindo essa

caracteristica temos:

d(Q,F_1) — d(Q,F_2)| = 2a

Os elementos principais dessa curva sao:
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e Centro: C(h,k);

e Focos: Fi(x1,y1) e F2(xz,¥2);

e Pontos extremos (vértices) no eixo real: A; (xA 1 Ya 1) e Az(xAz, yAz);
e Pontos importantes no eixo imaginario: Bl(xgl, yBl) e Bz(xBZ, yBZ);
e Medida do eixo real ou transverso: 2a = Zd(ALC) = Zd(AZ,C);

e Medida do eixo imaginirio: 2b = 2d(B; C) = 2d(B,,C);

e Medida focal ou distincia focal: 2¢ = 2d(F,; C) = 2d(F,,C);

. . c
e Excentricidade: e = o

Como o ponto A, é ponto da hipérbole, temos que c? = a? + b? e
também que 0 < 2a < 2c.

Usando as férmulas de distAncia entre dois pontos e manipulagdes
algébricas, teremos a seguinte equacio reduzida:

(x-n* O -k? -Kk? (-h?
a2 p2 =1 ou 2  pz

Observamos que os pontos F; (x1,y1) e F,(x3 ,¥,) sempre se posicionam

1

sobre o eixo maior da curva. O eixo perpendicular a esse passando no centro da
curva é chamado de eixo menor.

Observaciao: Quando o centro da curva coincide com a origem do plano cartesiano
(0,0), temos duas possibilidades de forma padrio para essa curva, conforme seu
eixo real é paralelo aos eixos coordenados.

Caracteristica Equagio Reduzida Grifico

Eixo real da
hipérbole paralelo ao Y _ 1

eixo-Xx
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Eixo real d \A‘k/
1XO rea a yz xz

F1
1
hlperbol.e paralelo ao == 1 AJC
eixo-y : ;
/ P
<
By

Exemplo:  Descubra que curva ¢ dada pela  equagio

x? —y%+4x+ 6y — 2 = 0. Determine seus elementos principais e esboce o

grafico.

Resolugio: A partir da equacio dada, completemos os quadrados
considerando cada uma das varidveis, da seguinte forma:

x2—y?+4x+6y—6=0
o [(x*+4x+4)—4]-[(y?—6y+9)—9]-6=0

o (x+2)?2-(y-3)?=1

Assim, temos que se trata de uma hipérbole, cujo eixo maior e eixo menor
possuem a mesma medida, isto é, a = b = 1, o que implica que:

c2=a’+b*=2c=42.
Portanto, os elementos principais sdo:
C=(-23) A=(-33), [A=(-13)

_________________________________________________________________________________________________

Bl = (_2,4) i B2 = (_212) i Fl i F2 = (—2 + \/7, 3)
: =(-2-v2,3) !

A seguir é esbogado o gréﬂcol de tal hipérbole:
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Equacéo da Hipérbole
AR x+2P/1-(y-3)2/1=1

4. Parabola

Dados um ponto fixo no plano cartesiano,
F(x1,y1) e uma reta d podemos tragar uma curva com
a seguinte caracteristicax A distdncia de ponto
qualquer P(x,y) da curva ao ponto fixo ¢ igual a

distincia desse ponto P i reta d.

Traduzindo essa caracteristica temos:

|d(P,F) = d(P,d)|

Os elementos principais dessa curva sao:
e Vértice: V(h, k);
e Foco: F(x1,y1);
e Reta diretriz: d;
e Distincia focal: ¢ = d(V, F);

e Distincia do foco i reta diretriz d: p = 2.
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Usando as férmulas de distAncia para pontos e retas e manipulagdes

algébricas teremos a seguinte equagio reduzida:

(x —h)* =2p(y —k) ou (y—k)* =2p(x —h)

Observamos que os pontos F(x1, y;)

e V(h, k) sempre se posicionam

sobre o eixo de simetria da curva. Assim se o eixo de simetria da pardbola ¢

paralelo ao eixo-x, as coordenadas do foco sao F

P
x=h-—=.
2

(h + % , k) e a reta diretriz serd

No caso do eixo de simetria da curva ser paralelo ao eixo-y temos

F

(h Jk+ %) e a reta diretriz dada pory = k —

INPLS!

Observagio: Quando o vértice da curva coincide com a origem do plano

cartesiano (0,0), temos quatro possibilidades de forma padrio para essa curva,

conforme seu eixo de simetria ¢ paralelo aos eixos coordenados e considerando sua

concavidade:
;- Equagio . ]
Caracteristica . Concavidade Grifico
Reduzida
L/
Para a direita
0 x
p>0
Eixo de
simetria 2 _ 9 d
= X
paralelo ao Y p 7
eixo-Xx
Para a esquerda
0 Ax
p<0
v d
¥4
Eixo de
simetria 5 Para cima .
x4 =2py q "x
paralelo ao p>0
eixo-y < >
d|
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A

YR,

Para baixo <

p<0 0

2| s

v

Exemplo: Determine a equagio da pardbola que possua seu vértice no
ponto V(1, 2) e foco no ponto F(4, 2).

Resolugio: Como % =d(V,F)=2ep=4>0. Como o vértice e o
foco estdo na mesma reta y = 2, temos que a pardbola tem seu eixo de simetria

nessa reta com a concavidade voltada para cima e, portanto a equagio padrao é

dada por:

x-1*=2p(y-2) e x-1*=8(y—-2)
Equacio geral: x2 — 8y — 2x + 17 = 0. Observe, a seguir, o seu grafico:

F
4 L]

-3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

Nio se esquega de resolver os exercicios, referentes a este capitulo, que se
encontram no Caderno de Exercicios disponibilizado na pdgina da web.
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